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Streszczenie. W pracy poréwnano rézne metody badania jakosci dopasowania krzywej regre-
syjnej. Uzyskane wyniki moga by¢ wykorzystywane przy podejmowaniu decyzji odnosnie
sposobu poszukiwania postaci funkcji celu przy doborze maszyn do realizacji rolniczych pro-
cesOw produkeyjnych. Zamieszczony przyktad dotyczy doboru urzadzen do nawozenia mine-
ralnego w gospodarstwie prowadzacym produkcj¢ zboz.
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Wstep

W wielu zagadnieniach rolniczych istotnym problemem badawczym jest poszukiwanie
funkcji opisujacej uzyskane wyniki eksperymentalne. W pracach Siarkowskiego [2001]
oraz Hanusz i in. [2005] przedstawiona zostata og6lna metodyka post¢gpowania, majaca na
celu uzyskanie postaci analitycznej funkcji, najlepiej opisujacej warto$ci zaobserwowane w
trakcie badan. Pojawia si¢ jednak pytanie, co to znaczy ,,najlepiej opisujacej” stan zaob-
serwowany? Wiadomym jest, ze do wyznaczenia nieznanych parametréw poszukiwanej
funkcji, stosuje si¢ metode najmniejszych kwadratow, ktora minimalizuje sume¢ kwadratow
odchylen wartosci zaobserwowanych od warto$ci oszacowanych rownaniem regresji.
Warto$¢ szacowana zmiennej objasnianej, opisywanej réwnaniem regresji dla zadanej
wartosci, uzyskuje si¢ rzutujac punkt doswiadczalny (x;,y;) na wykres funkcji, ortogonal-
nie do osi OX. Metoda najmniejszych kwadratow jest powszechnie stosowana w regresji
liniowej, do wyznaczenia funkcji liniowej, funkcji wielomianowych, regresji wielokrotne;j
oraz takich funkcji, w ktoérych przez odpowiednie przeksztatcenia zmiennych objasniaja-
cych uzyskuje si¢ funkcje¢ liniowa. Korzystajac z pakietow statystycznych (np. SAS, Stati-
stica, Excel) mozemy uzyska¢ najlepiej pasujace funkcje do danych eksperymentalnych
wraz ze wspolczynnikami determinacji, okre$lajacymi stopien dopasowania uzyskanej
funkcji. W praktyce, np. przy powtarzanych pomiarach dla tych samych wartosci zmienne;j
niezaleznej X opisujacej zmienna zalezna Y, minimalizowana jest suma kwadratéw rdéznic
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wartos$ci $rednich y; dlaréznych x; od sredniej globalnej », gdzie i =1,2,---,1 oraz I jest
liczba roznych wartosci zmiennej objasniajacej. Wynika to z faktu, iz rzuty punktéw o tej
samej odcigtej daja ta sama warto$¢ szacowana. Mozna, zatem powiedzie¢, ze poszczegol-
ne warto$ci zmiennej objasniajacej sa zaniedbywane w metodzie najmniejszych kwadra-
tow. Ponadto w zagadnieniach, w ktorych poszukiwana funkcja nie nalezy do klasy funkcji
linowych, problem wyznaczania parametrow staje si¢ bardziej skomplikowany. Metoda
najmniejszych kwadratéow prowadzi bowiem do uzyskania takich uktadow réwnan, ktore
nie daja si¢ na 0ogo6t rozwiazac¢ explicite [Drapper i in. 1998; Seber i in. 1989].

W pracy proponujemy metode dopasowywania funkcji opartej na ortogonalnych rzu-
tach punktow eksperymentalnych na styczne do szukanej funkcji regresji.

Cel pracy

Poszukiwanie wielowymiarowych zalezno$ci analitycznych opisujacych wyniki badan
opiera si¢ czgsto na postgpowaniu wieloetapowym. W pierwszym etapie, dla pewnego
podzbioru danych, poszukuje si¢ postaci funkcyjnej opisujacej zalezno$¢ zmiennej obja-
$nianej od zmiennych objas$niajacych. W kolejnych etapach parametry w uzyskanej zalez-
nosci funkcyjnej podlegaja uzmiennianiu. W takim postgpowaniu nie zawsze jest mozliwe
bezposrednie zastosowanie metody najmniejszych kwadratow do oszacowania parametrow
robwnania. A zatem, w takich sytuacjach, nie mozna takze w sposob bezposredni okresli¢
wspotczynnika determinacji. W celu rozwiazania problemu podjgto probg opracowania
nowego sposobu okreslania jakosci dopasowania krzywej do punktow eksperymentalnych.
Jako kryterium dopasowania krzywej do punktow pomiarowych przyjeto sume kwadratow
odlegtosci punktow doswiadczalnych od punktow bedacych rzutami na wykres funkcji.
Metoda zostanie zilustrowana przyktadem, w ktérym oszacowana zostanie wielokryterialna
funkcja celu przy doborze rozsiewaczy nawozow mineralnych.

Metody poréwnania jakosci dopasowania krzywej regresyjnej

Drapper i Smith w fundamentalnej ksiazce "Applied Regression Analysis" pokazuja, ze
teoria regresyjna, ktorej celem jest dopasowanie funkcji do punktow eksperymentalnych,
wykorzystuje rzut prostopadty do osi OX punktéw na wykres funkcji. Szacowanie niezna-
nych parametréw w funkcji regresji oparte jest na metodzie najmniejszych kwadratow,
w ktorej do punktow empirycznych Pi(x,-, yi) (i =12, -,n) dopasowuje si¢ funkcje regre-

n n
sji w taki sposob, aby > d? = [y, - f(x;)] osiagata minimum.
i=l i=1
Wyznaczenie parametréw minimalizujacych funkcje¢ kwadratowych odchylen wartosci
doswiadczalnych od szacowanych réwnaniem regresji jest dos¢ proste, jesli poszukiwany-
mi funkcjami sa funkcje liniowe. Latwo zauwazy¢, ze odlegtos¢ punktu P,-(x[, y,-) od jego

rzutu ortogonalnego lai(xi, j/i) na wykres funkcji jest wigksza niz odleglos¢ rzutu tego

punktu na styczng do wykresu funkcji (rys. 1). W zwiazku z powyzszym, w pracy propo-
nujemy metod¢ dopasowania funkcji wykorzystujacej rzut prostopadly punktéw doswiad-
czalnych na styczne do wykresu funkcji. Zasadne jest pytanie czy takie podejscie w ogole
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ma sens 1 czy moze ono zosta¢ zaakceptowane przez doswiadczalnikow. Nalezy zauwazy¢,
ze z punktu widzenia doboru funkcji zaleznosci powinnismy kierowac¢ si¢ nie tylko tatwo-
$cig rozwiazania problemu, ale tez adekwatno$cia modelu do danych do$wiadczalnych.
W zagadnieniach naukowych, w ktérych do opisu zjawisk stosuje si¢ funkcje nieliniowe,
np. funkcje wymierne czy funkcje wyktadnicze, do szacowania nieznanych parametrow
powinno zastosowaé si¢ metode taka, ktora pozwoli najlepiej oszacowaé prognozowang
wartos$¢. Dla funkcji nieliniowej na ogoét nie jesteSmy w stanie podaé explicite wzoréw na
nieznane parametry i do oszacowania parametrow musimy wykorzysta¢ metody numerycz-
ne. Jak juz wspomniano, podobny problem pojawia si¢ takze w metodzie uzmienniania
statych przy wielokryterialnym doborze funkcji celu lub gdy posta¢ funkcji jest ztozona
badz podana w postaci uwiktanej. Wowczas zastosowanie metody rzutu prostopadiego do
osi OX moze daé gorsze rezultaty niz metoda zaproponowana w pracy. W dobie szybkich
komputerow proponowana metoda moze by¢ z powodzeniem stosowana do poszukiwania
bardziej skomplikowanych funkcji regresji.
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Rys. 1. Miara dopasowania jako suma kwadratow rzutéw na styczne do funkcji
Fig. 1.  Fitting measure as a sum of square of the throw to the tangent line to the function
Szacowanie parametréw dla funkcji nieliniowych

Do szacowania parametrow w funkcji celu proponujemy metode, ktora polega na
minimalizacji sumy kwadratow odleglosci punktow doswiadczalnych od ich rzutow na
wykres funkcji wzdtuz prostej prostopadtej do najblizszej stycznej, czyli sumy kwadratow
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dhugosci odcinkow ‘P,IN’, , gdzie P (i= l,2,~-,n) oznacza punkt do§wiadczany, natomiast

E jego rzut na styczna do wykresu funkcji y = f (x) Nalezy przy tym zauwazyc¢, ze
x moze oznacza¢ jedna zmienna objasniajaca lub wektor sktadajacy sig z kilku zmiennych

objasniajacych. Jak wida¢ z rys. 1, odcinki [BB| sa nie diuzsze niz odcinki ‘13.13,.‘. Ponie-
waz odcinki ‘P,]B,‘ dotycza rzutow prostopadtych punktéw doswiadczalnych na styczna,

zatem sa one trudniejsze do wyznaczenia niz rzuty prostopadte do osi OX. Mozna jedno-
czesnie zauwazy¢, ze jeSli punkty leza odpowiednio blisko szukanej krzywej wowczas
proponowana w pracy metoda bedzie dawata podobne wyniki do uzyskanych w metodzie
najmniejszych kwadratow, gdyz odcinki ‘P,I;,‘ i ‘P,IS,‘ (i =1, 2,~-,n) beda sobie w przybli-
zeniu rowne, badz identyczne dla punktow lezacych na szukanej krzywej. Powszechnie
stosowany rzut prostopadty do osi OX gorzej wyjasnia badane zjawisko od proponowane-
go rzutu na styczna. Ponadto mozna zauwazy¢, ze rzut na styczna daje lepsza interpretacje
jakosci dopasowania réwnania, gdyz oprocz postaci funkcji regresji uzyskujemy takze
postaé jej pochodnej. Metoda moze by¢ zatem wykorzystana do okreslania postaci rownan
r6ézniczkowych opisujacych badany proces. Zagadnienie to nie bedzie jednak przedmiotem
rozwazan w niniejszej pracy.

Program do wyznaczania postaci funkcji celu

Do realizacji celu pracy opracowano program komputerowy do obliczania odleglosci
punktu Pl-(xi, y,-), gdzie y; oznacza warto$¢ zmiennej objasnianej, natomiast x; jest
(kxl) wymiarowym wektorem zmiennych objasniajacych, od powierzchni regresyjnej
y=f (x) dopasowanej do tych punktéw. Danymi w programie sa: liczba punktow ekspe-
rymentalnych », punkty dos$wiadczalne: Pl-(xl-, yl-), i=12,---,n oraz posta¢ funkcji
y=f (x) Odlegtosci punktow oblicza si¢ numerycznie, jako najkrotsze dtugosci odcinkow
faczacych punkty Pi(xl-, y,-) z wykresem funkcji y = f (x) Procedurg wyznaczania rzutow

punktéw na powierzchni¢ opisang funkcja y = f (x) mozna przedstawi¢ za pomoca naste-

pujacych etapow.
1. Ustalamy zakresy zmian zmiennych niezaleznych x; ( j=1, 2,~~-,k) W postaci prze-
dziatow [a;,b;], gdzie a; =x; ., —Ax;, b; =x; ., +Ax; oraz warto$ci X; .,

X oznaczaja odpowiednio najmniejsza albo najwigksza zaobserwowana wartosé

J,max
dla zmiennej niezaleznych x IR natomiast Ax ; jest pewna nieujemna liczba, o ktora

mozna przekroczy¢ zaobserwowany zakres zmienno$ci dla zmiennej x; . Obszarem

poszukiwan rzutéw punktéw na powierzchnig jest iloczyn kartezjanski przedziatow w
postaci Df =[a,,b/]x[a,,by]x - x[a;,b,]. Dobér wielkosci Ax; wynika z faktu, Ze
niektore wspotrzedne rzutdw na plaszczyzny styczne do powierzchni moga leze¢ poza
obszarem [xl,min > X1, max Ix [x2,min >X2 max Ix-ex [xk,min > xk,max] .
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2. Dla kazdego punktu do$wiadczalnego P,-(x,-,zi) (i =1, 2,---,n) poszukujemy takiego
punktu P (xo;, f(x;)), gdzie x,; € Df , dla ktérego odcinek taczacy te punkty ma naj-
krotsza dlugo$é. W zwiazku z tym, oblicza si¢ numerycznie odlegloéci dla punktow
P(xi + h,f(xi + h)), gdzie x; +heDf oraz h=[h,h,, -, h;] jest przyjetym wekto-
rem wartosci krokowych #;. Przyjete wartosci kroku sa jednoczesnie doktadnoscia

z jaka zostanie wyznaczony rzut na powierzchnig. Metode¢ wyznaczania rzutow mozna
optymalizowa¢, np. poprzez wprowadzenie zmiennego kroku hj, j=1,2,-k;
t=12,---,T 1T jest liczba zmian. Wartosci pierwszego kroku powinny by¢ wigksze od
nastgpnych, aby z grubsza oszacowac rzut. W nastgpnych iteracjach nalezy zmniejszac
krok, aby bardziej doktadnie wyznaczy¢ poszukiwany rzut na powierzchnig. Jeszcze
inny sposéb wyznaczania rzutow daje mozliwos¢ okreslenia kierunku poszukiwania
minimalnej odleglosci a nastgpnie nalezy poszukiwaé rzutu ze zmiennym krokiem
w wyznaczonym kierunku.

Powyzsze postgpowanie jest proste do oprogramowania, a jedynym ograniczeniem jest
czas obliczen, wynikajacy gléwnie z przyjetego kroku h z jakim zmieniaja si¢ wartosci
zmiennych niezaleznych x+ h. Ponadto, powyzsza metoda moze by¢ wykorzystana do
numerycznego wyznaczania warto$ci pochodnej funkcji w punktach Pio(xim f (XiO))’

i=1,2,---,n . Warto$ci pochodnej zostana okre§lone dla innych warto$ci zmiennych zalez-

nych niz te, ktore zostaly okreslono w badaniach. Z punktu widzenia przebiegu catej po-
chodnej nie ma to jednak istotnego znaczenia. Postgpujac analogicznie w stosunku
do krzywej bedacej pochodna funkcji mozna wyznaczy¢ krzywa regresji opisujaca po-
chodna i tak dalej, az do uzyskania pochodnej wymaganego rzg¢du o ile jest ona rézna od
zera.

Ocena metod dopasowywania funkcji celu

Porownanie metody doboru funkcji zaleznosci w oparciu o rzuty punktow doswiad-
czalnych na styczne z wynikami dla metody najmniejszych kwadratow zostanie przedsta-
wione na przyktadzie wielokryterialnej funkcji celu przy doborze rozsiewaczy nawozéw
mineralnych. Rozwazmy funkcj¢ uzyskana poprzez uzmiennianie statych postaci [Hanusz
iin. 2006]:

2 :fl(xlaxz):
(D
(0,0129x§ —0,108x7 +0,232x, )xl +1,43x3 —11,85x3 +27x,
(0,000255x3 - 0,00278x +0,0078x, Jx; +0,000184x3 —0,0015x3 +0,00145x,

Dla funkcji opisanej rownaniem (1) istnieje problem okreslenia wspotczynnika deter-
minacji, gdyz poszczegolne cztony rownania okreslane byly w odrgbnych krokach posteg-
powania. Za ocen¢ dopasowania funkcji przyjeto btad Sredniokwadratowy dopasowania

S, , réwny pierwiastkowi $redniego kwadratu odchylef wartosci obserwowanych od war-
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tosci regresyjnych. Dla funkcji okreslonej wzorem (1) btad $redniokwadratowy wynosi
31,12.

Zastosowanie rzutu prostopadiego punktow doswiadczalnych na styczne do funkcji
opisanej rownaniem (1) dato wyniki, ktoére zamieszczono w tabeli 1. W tym przypadku
warto$ci drugiej zmiennej objasniajacej x,; 1 rzutow byly takie same, co wynikato z faktu,
ze poszczegolne cztony funkcji (1) okreslane byly dla takich samych wartodci x,,;. Z wy-
nikdow zamieszczonych w tabeli 1 wynika, ze najwigksze bledy dopasowania dotycza wy-
dajnosci agregatu wynoszacej 6,19 ha-h™' i dochodza do 21 zt-h™"' dla rocznego wyko-
rzystania rownego 200 4. Przecigtna odleglos¢ wszystkich punktow doswiadczalnych od
krzywej opisanej rownaniem (1) wynosi 6,45.

Tabela 1. Odlegtosci wartosci kosztow eksploatacji agregatow do nawozenia mineralnego od powierzchni
opisanej funkcja (1) dla wybranych danych eksperymentalnych

Table 1. The distance of operating costs values of units for mineral fertilization from the surface
described by function (1) for the chosen experimental data.

i Xy X zl(xli,le-) Xoi 2 (x0i7x2i) Zl(xli’x2i)'zl(x0i’x2i)
1 30,000 1,030 130,154 30,600 128,110 0,628
2 60,000 1,030 78,004 60,800 77,317 1,198
3 90,000 1,030 60,613 90,500 60,420 1,296
4 100,000 1,030 57,134 100,400 57,009 1,249
5 200,000 1,030 41,478 200,100 41,470 1,099
6 300,000 1,030 36,259 300,000 36,259 1,033
7 400,000 1,030 33,649 400,000 33,649 0,998
8 500,000 1,030 32,083 500,000 32,083 0,977
52 700,000 6,190 193,243 701,000 193,194 20,209
53 800,000 6,190 188,998 800,700 188,972 19,626
54 900,000 6,190 185,698 900,600 185,680 19,117
55| 1000,000 6,190 183,060 1000,400 183,050 18,772
56| 1250,000 6,190 178,314 1250,300 178,310 18,115

Porownanie obydwu metod dla funkcji opisanej réwnaniem (1) pokazuje, ze metoda
rzutowania na styczna daje doktadniejsza oceng dopasowania krzywej a $rednia odleglosé
punktow pomiarowych (kosztéw eksploatacji agregatéw do nawozenia mineralnego) od
dopasowanej krzywej wynosi 6,45 zt-h™' wobec 31,12 zt-h™' dla rzutowania prostopa-
dtego do osi OX.

Przeprowadzono takze analiz¢ porownawcza dla funkcji wyznaczonej bezposrednio
z metody najmniejszych kwadratow. Dla tych samych danych eksperymentalnych funkcja
przyjmuje nastgpujaca postac:

18,154x,x5 —109,18x,x37 +204,713x,x, + 5932,5
6,611x, —141,28

2

y:zz(xl,xz):
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Dla funkcji okreslonej rownaniem (2) jest mozliwe okreslenie wspotczynnika determi-

nacji R?, ktéry wynosi 0,96, natomiast blad $redniokwadratowy dopasowania jest rowny
S, =25,09. W celu ilustracji uzyskanych rezultatow, w tabeli 2 zamieszczono wyniki

obliczen rzutéw punktéw na styczna dla wybranych danych eksperymentalnych. Z wyni-
kéw podanych w tej tabeli wynika, ze najwigksze btedy dopasowania dotycza wydajnosci
agregatu rownej 6,19 zt- h™" i dochodza do 6 zt-h™' dla rocznego wykorzystania rownego
400 A. Srednia odlegto$¢ wszystkich punktow od krzywej (2) wynosi 2,08.

Tabela 2. Odlegtosci wartosci kosztow eksploatacji agregatdéw do nawozenia mineralnego od powier-
zchni opisanej funkcja (2) dla wybranych danych eksperymentalnych

Table 2. The distance of operating costs values of units for mineral fertilization from the surface
described by function (2) for the chosen experimental data.

. 2, (X1, %, 0 0 0 0 0 0
i Xy X, > (x11.%21) Xy X, 22(x1i9x2i) Zz(xlisxzi)‘zz(xli»xzi)
1 30,0 | 1,03 130,154 30,6/ 1,83 128,110 0,628

2 60,0 | 1,03 78,004 60,8 2,63 77,317 1,198

3 90,0 | 1,03 60,613 90,5/ 3,03 60,420 1,296

4 100,0 | 1,03 57,134 100,4| 3,13 57,009 1,249

5 200,0 | 1,03 41,478 200,1| 3,73 41,470 1,099

6 300,0 | 1,03 36,259 300,0 3,93 36,259 1,033

7 400,0 | 1,03 33,649 400,0| 4,13 33,649 0,998

49 400,0 6,19 218,783 400,7 6,13 216,752 5,919

50 500,0 6,19 206,850 4997 6,13 209,118 4,812

51 600,0 6,19 198,908 599.8 6,13 200,980 3,863

52 700,0 6,19 193,243 699.9 6,13 195,178 3,107

53 800,0 6,19 188,998 799.9 6,13 190,836 2,553

54 | 900,0 6,19 185,698 900,0 6,13 187,459 2,175

55 | 1000,0 6,19 183,060 1000,0 613 184,761 1,809

56 | 1250,0 6,19 178,314 1250,0 6,13 179,910 1,186

Poréwnanie obydwoch metod dla funkcji opisanej rownaniem (2) wykazato takze, ze
metoda rzutowania na styczna daje doktadniejsza oceng¢ dopasowania krzywej a przecigtna
odlegtos¢ punktow pomiarowych (kosztow eksploatacji agregatow do nawozenia mineral-
nego) od dobranej krzywej wyniosta 2,08 zt-h™" wobec 25,09 zt-h™' dla rzutowania
ortogonalnie do osi odcigtych. W konsekwencji porownania obydwu metod oceny jakosci
dopasowania krzywych wskazano, ze metoda rzutowania na styczna do szukanej krzywe;j
daje dokladniejsza oceng oraz ulatwia interpretacj¢ fizyczna uzyskanych zaleznosci.
Ponadto metoda rzutowania na styczna umozliwia numeryczne okreslanie warto$ci
pochodne;j funkcji dowolnego rzedu o ile one istnieja.
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Podsumowanie

W pracy przedstawiono metodg oceny jako$ci dopasowania funkcji zaleznosci na pod-
stawie rzutowania punktow pomiarowych na styczna do krzywej. Metodg¢ porownano
z metoda najmniejszych kwadratow wykorzystujaca rzutowanie punktow pomiarowych na
funkcjg regresji ortogonalnie do osi OX. Poréwnujac obydwie metody w ocenie jakoS$ci
dopasowania krzywych regresji wykazano, ze metoda rzutowania na styczna do szukanej
krzywej daje dokladniejsza oceng oraz utatwia interpretacjg fizyczng uzyskanych zalezno-
$ci. Ponadto metoda rzutowania na styczna umozliwia numeryczne okreslanie wartosci
pochodnej funkcji dowolnego rzedu o ile one istnieja. Doktadny opis zastosowania metody
do wyznaczania wartosci pochodnej bgdzie przedmiotem innej pracy.
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THE COMPARISON OF METHODS OF DETERMINING
THE OBJECTIVE FUNCTION WHILE SELECTING
MINERAL FERTILIZER SPREADERS

Summary. Different methods of examinations of the quality of regression curve fitting were com-
pared in the paper. The obtained results can be used while making decision on the way of searching
the objective function form while selecting the machines for carrying out agronomical practices. The
given example deals with the selection of devices for mineral fertilization in the crop farm.

Key words: spreaders, mineral fertilizers, the criterion of function selection, the selection of
parameters
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