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OKREŚLANIE WIELOKRYTERIALNEJ FUNKCJI CELU  
PRZY DOBORZE ROZSIEWACZY NAWOZÓW MINERALNYCH 

Streszczenie 

W pracy przedstawiono metodykę doboru postaci i parametrów równania 
trójwymiarowego opisującego zaleŜność jednostkowych kosztów eksploatacji 
agregatu do nawoŜenia mineralnego od jego wydajności i czasu wykorzysta-
nia w ciągu roku. Pokazano róŜne metody poszukiwania analitycznej postaci 
funkcji oraz metody badania jakości dopasowania krzywej regresyjnej. Uzy-
skana zaleŜność moŜe być wykorzystywana przy podejmowaniu decyzji od-
nośnie sposobu wykonywania zabiegu nawoŜenia mineralnego w gospodar-
stwie prowadzącym produkcję zbóŜ.  
 
Słowa kluczowe: funkcja celu, dobór parametrów, rozsiewacze, nawozy  
mineralne  
 

Wstęp 

Zagadnienie określania analitycznej postaci funkcji celu jest zagadnieniem złoŜo-
nym w przypadku braku dostatecznych przesłanek, co do kształtu szukanej zaleŜ-
ności wynikających z interpretacji fizycznych badanego zjawiska. W takiej sytu-
acji badacz musi stosować róŜne próby, których zarys przedstawiono w pracach 
Siarkowski [2001], Hanusz, Siarkowski [2005]. W niniejszej pracy przedstawiono 
sposób postępowania prowadzący do uzyskania wielowymiarowej zaleŜności opi-
sującej jednostkowe koszty eksploatacji agregatów do nawoŜenia mineralnego 
[zł 1−⋅ ha ] w zaleŜności od jego wydajności [ 1−⋅ hha ] i rocznego wykorzystania 
[ 1−⋅ rokh ]. Praca nie zawiera interpretacji fizycznej opracowanej zaleŜności. Nie 
mniej jednak naleŜy wspomnieć, Ŝe opracowana zaleŜność moŜe być wykorzysty-
wana przy podejmowaniu decyzji odnośnie sposobu wykonania zabiegu nawoŜenia 
mineralnego w gospodarstwie prowadzącym produkcję zbóŜ. 
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Cel pracy 

Celem opracowania jest praktyczne zastosowanie metodyki postępowania przy 
doborze postaci i parametrów równania trójwymiarowego opisującego zaleŜność 
jednostkowych kosztów eksploatacji agregatu do nawoŜenia mineralnego od jego 
wydajności i czasu wykorzystania w ciągu roku. Problem, jaki naleŜy rozwiązać, 
polega na znalezieniu postaci funkcji oraz wyznaczeniu jej parametrów. Do jego 
rozwiązania wykorzystano metodę Gaussa-Newtona z programu Statistica [2001]. 
Pokazane zostaną róŜne podejścia do poszukiwania analitycznej postaci funkcji 
oraz metody sprawdzania jakości dopasowania krzywej regresyjnej.  

Dobór postaci funkcji regresyjnej 

Obserwacje w postaci trójek (X,Y,Z) uzyskano na podstawie obliczeń przeprowa-
dzonych przy wykorzystaniu bazy danych o rozsiewaczach nawozów, opracowanej 
w Akademii Rolniczej w Lublinie [Skwarcz, Marczuk 2005]. Zmienna Z określa 
jednostkowe koszty eksploatacji agregatów do nawoŜenia [zł · ha-1], Y - wydajność 
agregatu [ha · ha-1], natomiast X - wykorzystanie agregatu w okresie uŜytkowania 
[h]. W analizie rozpatrzono cztery wydajności oraz czternaście róŜnych wartości 
wykorzystania agregatu. Uzyskane wyniki dotyczą agregatów optymalnych  
z punktu widzenia jednostkowych kosztów eksploatacji w podanych klasach wy-
dajności.  

Jakość dopasowania funkcji określono w dwóch etapach:  
Za rozwiązanie dopuszczalne przyjęto takie, dla którego zachodzi warunek:  
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gdzie:  

 iz   – wartość obserwowana, 

 iẑ   – wartość uzyskaną z funkcji regresyjnej ( )n,,,i ⋯21=   

 n  – liczba wszystkich obserwacji.  
 

Spośród rozwiązań uzyskanych w etapie pierwszym jako najlepsze przyjmuje się 
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Wartości jednostkowych kosztów eksploatacji [zł 1ha−⋅ ] w zaleŜności od rocznego 

wykorzystania agregatów [ 1rokh −⋅ ] dla czterech róŜnych wydajności agregatów 

do nawoŜenia mineralnego [ 1hha −⋅ ] przedstawiono na rys. 1. W oparciu o wykres 
punktów doświadczalnych, do opisu zaleŜności moŜna przyjąć dwie podstawowe 
moŜliwości określania zaleŜności dwuwymiarowej: 
– Doboru funkcji logarytmicznej lub pierwiastkowej z uwagi na duŜy zakres 

przyjmowanych wartości zmiennej X (rocznego wykorzystania agregatów).  
– Doboru funkcji typu hiperbolicznego z uwagi na kształt wykresu, duŜe warto-
ści zmiennej Z (kosztów eksploatacji) dla małych argumentów zmiennej X 
(rocznego wykorzystania agregatów) oraz małe wartości Z dla duŜych wartości 
zmiennej X. Układ punktów przedstawiony na rys. 1. sugeruje istnienie asymp-
toty pionowej i poziomej. Takie asymptoty posiadają funkcje wymierne, w któ-
rych stopień licznika jest nie większy od stopnia mianownika. Jedną z takich 
funkcji moŜe być funkcja homograficzna, czyli funkcja będąca ilorazem dwóch 
funkcji liniowych.  
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Rys. 1.  Jednostkowe koszty eksploatacji agregatów do nawoŜenia mineralnego  

w zaleŜności od ich wydajności i rocznego wykorzystania 
Fig. 1.  Unitary running costs of mineral fertilization units depending on their 

performance and annual usage 
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Do znalezienia funkcji regresyjnej, w pierwszej kolejności rozpatrzono zaleŜności 
dwuwymiarowe postaci ( )XfZ = , wyraŜające zaleŜność kosztów eksploatacji 

agregatów od rocznego wykorzystania. RozwaŜono cztery postacie funkcji: loga-
rytmiczną, wykładniczą, potęgową oraz hiperboliczną. Dla zaleŜności logaryt-
micznej i wykładniczej postaci ( )XlnaZ =  oraz ( )baXexpZ +=  uzyskano 

współczynniki determinacji zawierające się w przedziale [ ]570070 ,;,  a uzyskane 

funkcje opisywały zaleŜność ze zbyt małą dokładnością. Wartości regresyjne wy-
raźnie odbiegały od wartości doświadczalnych.  

Kolejną poszukiwaną funkcją do opisu zaleŜności była funkcja potęgowa postaci: 
baXZ = . Dla rozwaŜanych punktów doświadczalnych uzyskano zaleŜność 

480600 ,XZ =  ze współczynnikiem determinacji 9402 ,R =  dla wydajności agrega-

tu 1,03 1−⋅ hha . Podobne zaleŜności uzyskano dla pozostałych trzech wydajności 
agregatów. Mimo wysokich współczynników determinacji dla zaleŜności potęgo-
wych wartości regresyjne takŜe odbiegały od wartości obserwowanych.  

Ostatnim podejściem było dopasowanie funkcji homograficznej postaci:  

 
dcX

baX
Z

+
+= . (1)  

Dla czterech ustalonych wydajności agregatów, uzyskane współczynniki determi-
nacji wynosiły około 0,99. Obraz graficzny funkcji przedstawiono na rys. 2.  

Dla funkcji homograficznych przedstawionych na rys. 2. uzyskane wartości regre-
syjne róŜnią się od wartości doświadczalnej z wystarczającą dokładnością, co ob-
razuje połoŜenie punktów doświadczalnych na wszystkich rysunkach.  

Uogólnienie zaleŜności dwuwymiarowej do trójwymiarowej 

W celu podjęcia decyzji o sposobie uogólnienia zaleŜności dwuwymiarowych, 
wyraŜających zaleŜności kosztów eksploatacji agregatów od rocznego wykorzy-
stania dla róŜnych wydajności agregatów, na jedną zaleŜność trójwymiarową  
w tabeli 1 przedstawiono wartości współczynników w równaniu regresji opisanej 
równaniem (1) dla czterech wydajności agregatów. Z analizy danych zawartych  
w tabeli 1 wynika brak jednolitego trendu zmian poszczególnych współczynników 

regresji. Spowodowane jest to tym, Ŝe agregat o wydajności 2,41 1hha −⋅  charakte-

ryzuje się niŜszymi kosztami eksploatacji niŜ agregat o wydajności 1,03 1hha −⋅ . 



 B^eXÉ_Ta\X¦j\X_b^elgXe\T_aX]¦Yha^V]\!!!¦
 

 

 

$&$¦

 
 
Rys. 2.  Jednostkowe koszty eksploatacji agregatów do nawoŜenia mineralnego  

w zaleŜności od ich wykorzystania 
Fig. 2.  Unitary running costs of mineral fertilization units depending on their 

usage 

 

Tabela 1. Wartości współczynników regresji równania (1) dla czterech wydajności 
agregatów do nawoŜenia mineralnego 

Table 1.  Values of regression factors of equation (1) for four efficiencies of  
mineral fertilization units 

Parametr równania Wydajność  
1−⋅ hha  a b c d 

1,03 0,1190 14,7 0,00477 -0,0000658 
2,41 0,1320 18,3 0,00682 -0,0001640 
4,82 0,0535 14,4 0,00145 -0,0006570 
6,19 0,3760 53,4 0,00262 -0,0002970 
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Przyjęto, zatem załoŜenie, Ŝe poszczególne współczynniki regresji z równania (1) 
naleŜy uzmiennić, wykorzystując do tego celu zaleŜność wielomianową. Uzyskane 
równania regresji dla poszczególnych współczynników występujących w równaniu 
(1) oraz współczynniki determinacji przyjęły następujące postaci:  

 ( ) Y,Y,Y,Ya 2320108001290 23 +−=             9902 ,R =  (2)  

 ( ) YY,Y,Yb 278511431 23 +−=                     9902 ,R =  (3)  

 ( ) Y,Y,Y,Yc 00780002780002550 23 +−=      9402 ,R =  (4)  

 ( ) Y,Y,Y,Yd 001450001500001840 23 +−=   9402 ,R =  (5)  
gdzie Y oznacza wydajność agregatu do nawoŜenia mineralnego.  

Po wstawieniu równań dla uzmiennionych współczynników (2)-(5) do równania 
(1) uzyskano szukaną funkcję opisującą jednostkowe koszty eksploatacji agregatu 
w zaleŜności od wydajności i czasu wykorzystania w okresie uŜytkowania:  

 ( )
( ) Y,Y,Y,XY,Y,Y,

YY,Y,XY,Y,Y,
Ẑ

0015000150000184000780002780002550

2785114312320108001290
2323

2323

+−++−
+−++−= , (6)  

gdzie: 
  X  – wykorzystanie agregatu w okresie uŜytkowania, 
  Y – wydajnością agregatu  

 Ẑ   – oszacowany koszt jednostkowy eksploatacji. Dla funkcji opisanej 
równaniem (6) współczynnik determinacji wynosi 9102 ,R = , nato-
miast błąd średniokwadratowy dopasowania tym równaniem wynosi 
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= ; gdzie 12=k  jest liczbą wszystkich para-

metrów w równaniu.  
 
W innym podejściu, w którym poszukiwano zaleŜności funkcyjnej kosztów jed-
nostkowych eksploatacji agregatu od wydajności i czasu wykorzystania w okresie 
uŜytkowania na podstawie jednej postaci funkcji uzyskano:  

 
040020

752747122003270 223

,Y,

,Y,XY,XY,
Ẑ

−
++−= , (7)  

Zmienne X i Y mają takie same znaczenie jak w równaniu (6). Wspólczynnik  
determinacji dla funkcji (7) wynosi 9802 ,R =  natomiast błąd średniokwadratowy 
dopasowania 634,SSE= .  
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Porównując błędy średniokwadratowe dopasowania moŜna stwierdzić, Ŝe funkcja 
zadana równaniem (7) lepiej niŜ funkcja (6) opisuje ogólną zaleŜność jednostko-
wych kosztów eksploatacji agregatów do nawoŜenia mineralnego od wydajności  
i czasu wykorzystania w okresie uŜytkowania zadana równaniem. Poza tym funk-
cja (7) przyjmuje prostszą postać. Wykres tej funkcji przedstawiono na rys. 3. 
Wartości regresyjne dla tej funkcji obarczone są mniejszymi błędami niŜ wartości 
regresyjne otrzymane na podstawie funkcji (6).  
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Rys. 3.  Jednostkowe koszty eksploatacji agregatów do nawoŜenia mineralnego  

w zaleŜności od ich wydajności i wykorzystania w okresie uŜytkowania 
Fig. 3.  Unitary running costs of mineral fertilization units depending on their 

efficiency and usage during their period of use 

 
Podsumowanie 

W pracy określono postać i wartości parametrów funkcji opisującej jednostkowe 
koszty eksploatacji agregatów do nawoŜenia mineralnego w zaleŜności od ich wy-
dajności i ich wykorzystania w okresie uŜytkowania. Porównano róŜne metody 
postępowania w poszukiwaniu funkcji celu dla dwóch zmiennych objaśniających 
jedną zmienną objaśnianą. Dla danych eksperymentalnych rozwaŜanych w pracy 
wykazano, Ŝe funkcja trójwymiarowa uzyskana w jednym postępowaniu optymali-
zacyjnym jest lepsza od funkcji uzyskanej poprzez uzmiennianie stałych w zaleŜ-
ności dwuwymiarowej.  
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MoŜna stwierdzić, Ŝe w sytuacji, w której jest moŜliwe określenie postaci funkcji 
oraz oszacowanie parametrów występujących w jej definicji wówczas jakość do-
pasowania będzie lepsza niŜ funkcji otrzymanej w wyniku uzmienniania stałych. 
Ponadto moŜna takŜe stwierdzić, Ŝe im więcej jest uzmiennianych parametrów  
w funkcji regresyjnej tym jakość dopasowania będzie gorsza. Wynika to z nakła-
dania się błędów powstających w poszczególnych etapach postępowania.  
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DETERMINING MULTICRITERION OBJECTIVE FUNCTION 
WHEN SELECTING MINERAL FERTILIZER DISTRIBUTORS 

Summary 

The paper presents a methodology of selecting a form and parameters of the three-
dimensional equation describing dependence of unitary running costs of the  
mineral fertilization unit from its performance and time of usage per year. Various 
methods of searching for an analytical form of the function and methods of testing 
the quality of regressive curve matching were shown. The derived dependence can 
be used when making decisions regarding a method of mineral fertilization proce-
dure on a corn production farmstead.  

Key words: objective function, parameter selection, distributors, mineral fertilizers 
 


