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IDENTYFIKACJA ZMIENNEGO W CZASIE
WSPOLCZYNNIKA POISSONA
LEPKOSPREZYSTYCH MATERIALOW BIOLOGICZNYCH
NA PODSTAWIE TESTU PELZANIA

Streszczenie

W pracy, opierajc sk na catkowych rownaniach konstytutywnych, wyprowauz
wzor okrélajacy zalezno$¢ pomigdzy zmiennym w czasie wspotczynnikiem Poissona
materiatu liniowo lepkospeystego a funkcjami petzania w stanach jednoosiowego
odksztatcenia i jednoosiowego negnia. Opracowano algorytm identyfikacji
zmiennego w czasie wspotczynnika Poissona na pwidstdyskretnych pomiaréw
jednoosiowych funkcji petzania, uzyskanych ekspemtalnie dla prébki swobodnej

i probki ograniczonej w podwéjnymdeie petzania.

Slowa kluczowe: lepkospezystas¢, jednoosiowy test petzania, funkcja pelzania,
wspétczynnik Poissona, algorytm identyfikaciji

Wykaz oznaczé

v(t) — wspotczynnik Poissona,-,

gj(t)  —tensor naprenia,MPa,

& (t) — tensor odksztatcenia,-,

g — delta Kroneckera (tensor jednostkowy),

x(s), Y(s) — transformaty Laplace'a funkciit), Y(t),

t
@t) Ody(t) = [elt - r)ag—gr)dr — catka splotowa Stieltjesa funkait) i ¢(t).

339



Anna St anki ewi cz

Wprowadzenie

Wspdiczesne metody wykorzystywane w obliczeniachrirerskich (FEM, BEM)
wymagaj szczegotowej wiedzy o zjawiskach dynamicznych zackeydh w ma-
teriatach. Problemy modelowania materiatéw pochodzeriiinn@-go a zazwy-

Czaj rozwihzywane w dziedzinie czasu, ich mechaniczne wksndynamiczne
mog wiec by¢ skutecznie opisywane przez modele reologiczne [De Baerdemea-
ker, Segerlind 1976, Bzowska-Bakalarz 1994, Rao 1999, Fincan, Dejmek 2003].
Modele reologiczne, pozwalgie bada i przewidywa& zachowania materiatow
biologicznych pod wplywem edego typu obeaizen, sa wykorzystywane w obli-
czeniach inynierskich przy projektowaniu maszyn przetworstwa rolnazgpe
czego, urzdzer do zbioru, skltadowania, przechowywania, rozdrabniania i pako-
wania. Przyktadowo, dob6r mocyzrtego typu mieszadet wymaga wiedzy o lep-
kosci przetwarzanych materiatdw; znajofadepkospezystych wiasnéci surowca
utatwia take projektowanie przebiegu procesu ekstruzji. Podstawowe znaczenie
wsrod wielkasci, opisupcych wiasnéci lepkospezyste materiatdw biologicznych,
maja te wielkasci, ktére g wykorzystywane do oblicZeinzynierskich: wspot-
czynnik lepkdci, modut Yunga, moduty odksztatcenia postaciowego ¢tokgio-

wego oraz wspoéiczynnik Poissona. Z reguly zalene od czasu, egto take od
temperatury. G&¢ z nich jest dogpna pomiarowo, pozostate, tak jak wspotczyn-
nik Poissona, nieaswprost dosipne pomiarowo, mugzwiec by wyznaczane

w oparciu o inne charakterystyki uzyskanéwiadczalnie.

Hughes i Segerlind [1972] opracowali metadyznaczania statego wspoétczynnika
Poissona na podstawie pomiaréw modutowesmstasci w warunkach jednoosio-
wych standw napgenia i odksztatcenia, kitgrDe Baerdemeaker i Segerlind
[1976] uogdlnili do wyznaczania zmiennego w czasie wspétczynnika Poissona
podstawie pomiaréw jednosiowych funkcji relaksacji probki swobodnej i prébk
sciskanej w cylindrze. Metoda ta jest stosowanazdawspotczénie [Gotacki,
Stankiewicz 2002, Fincan, Dejmek 2003]. Znandake prace péwigcone wy-
znaczaniu wspotczynnika Poissona na podstawie danych zgromadzonych-w wyni
ku testu, w ktéorym material poddawany jest odksztatlceniom osgmgian [Pritz
2000]. Brak jest natomiast metod bamyjch na técie petzania, ktory szczegolnie
dla materiatow rélinnych jest, obok testu relaksacji, podstawowgradiem in-
formacji o ich lepkospizystych wtasnéciach mechanicznych [Bzowska-Bakalarz
1994, Rao 1999].

Cel i zakres pracy

Celem pracy byto opracowanie algorytmu identyfikacji zmiennego wecaaspo6t-
czynnika Poissona materiatdbw liniowo lepkaggystych na podstawie
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uzyskanych eksperymentalnie czasowych przebiegéw funkcji petbadianego
materiatu. Wsp6itczynnik Poissona jest zdefiniowany jako stosunektattiesza
poprzecznego do odksztatcenia osiowego prébki (ciata) poddawanego jednoosio-
wemu napgzeniu. Oznacza toziniesie on informaej o reakcji materiatu w kie-
runku prostopadtym do osi przglonego napmzenia. Wychodzc z rowna
konstytutywnych opisuagych odksztatcenia i nagirenia w materiatach lepkospr
zystych wyprowadzono réwnanie agace zmienny w czasie wspoétczynnik Poisso-
na materiatu liniowo lepkosgtystego i funkcje petzania w stanach jednoosiowe-
go odksztatcenia i jednoosiowego ng@nia. Nasipnie przedstawiono algorytm
identyfikacji wspoétczynnika Poissona na podstawie dyskretnych pomiamtkeji
petzania w walcowych préobkach badanego materialu w stanach jednoasioweg
odksztalcenia i jednoosiowego neg@nia.

Réwnania konstytutywne i wspétczynnik Poissona

Wiasnagci mechaniczne materiatow lepkospystych mana take, przez ana-
logie do materiatow sgrystych, scharakteryzowaza pomog zmiennych w cza-
sie: wspotczynnika Poissona i modutu gystasci Younga. Dla izotro-powych
materiatéw spgzystych zachodzi dla = 0 znane réwnanie [Findley i in. 1976]

&; (t) =1+?Vaij (t)‘édj T () (1)

gdzie E i v oznaczaj, odpowiednio, modut Younga i wspotczynnik Poissona.
Wprowadzajc zmienne w czasie: moduE(t) oraz wspotczynnik Poissongt)

i stosupc zasad analogii pomidzy liniowymi zjawiskami spyzystymi i lepko-
sprzystymi [Christensen 1971], na podstawie réwnania (1) uzyskujemy catkow
réwnanie konstytutywne postaci

E(t) Odg;; (t) = [L+ v(t)] Oday; (t) - &; v(t) Odojg (t) (2)
gdzie E(t)=0i v(t)=0 dla-® <t <0.
Rozwamy stan jednoosiowego napenia zaktadaic, ze o4 # 0, natomiast
09, = 033 = 0. Na podstawie rownania (2) otrzymujemy
E(t) Odey4(t) = [L+ v(t)] Odoy4(t) - v(t) Odons(t) = oa4(t) 3)

Wobec tego dla materiatu lepkospystego modutE(t) jest tazsamy z funkej

relaksacji w stanie jednoosiowego nggnia. ROwnoczaie w stanie jednoosio-
wego napgzenia zachodzi réwnanie catkowe

&14(t) = Jg(t) Odoyq(t) (4)
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gdzie Jg(t) jest funkcy petzania w stanie jednoosiowego ngpnia. Poddaic

rownania (3) i (4) obustronnie przeksztalceniu Laplace'a, na moeydzenia
Borela o transformacie splotu oraz twierdzenia zniczkowaniu w dziedzinie
oryginatu przeksztalcenia Laplace'a, otrzymujemy ukfad réwna

sE(s)e11(s) = g11(s) i &11(s) = sIg(s) g14(s)
Stad
Je(s)E(s) =/ (5)

Rozwamy teraz stan jednoosiowego odksztatcenia zakiadag &1 # 0, z&
&xo = £33 = 0. Na podstawie réwnania (2) mamy

E(t) Odey4(t) = [1+ v(t)] Odoy4(t) - v(t) Od [o4(t) + 025(t) + 033(t)]  (6)
0 = [1+v(t)] Odoy; (t) - v(t) Od [o14(t) + o9o(t) + T33(t)], | = 2.3 )

Poniewa 0,,(t) = 035(t) dla kaxdegot = 0 (materiat izotropowy), z uktadu row-
nan (6)-(7) wynikap rownasci

E(t) Odé(t) = o14(t) - 2v(t) Odoa(t) (8)
0= g(t) = V(t) Od[aa4(t) + 0(t)] 9)

Roéwnoczénie w stanie jednoosiowego odksztatcenia spetnione jest réwnanie
e11(t) = Ix (t) Odoy4(t) (10)

gdzie Jx (t) jest funkcy petzania prébki w stanie jednoosiowego odksztatcenia.

Poddajc roéwnania (8)-(10) obustronnie przeksztatceniu Laplace'a otrzymujemy
uktad rowna algebraicznych

SE(s) £11(s) = 011(s) - 25V(s) 022(S) (11)
0 = g35(s) = sV(s)[a11(s) + T24(s)] (12)
£11(s) = sJx (s) g11(s) (13)

Eliminujac kolejno &14(s), g92(s), oy4(s) oraz E(s) mazna pokazé, ze rozwi-
zanie uktadu rowna(5), (11)-(13) wzgidem v(s) sprowadza gido rozwizania
kwadratowego rownania funkcyjnego

25% v(s)” + sv(s)[L~ Ix (s)/Ie(s)] + [Ix (s)/Ie(s) - =0 (14)
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Poniewa Jy (t) < Je(t), tatwo sprawd, iz warunek fizykalnej realizowalroi
0 < v(t) <1 spetnia tylko jeden z pierwiastkéw réwnania (14), dany wzorem

()= {19 (9)/9e () =11+l 3 () 3e () +8l1-9x (5)/ (8] | (25)

Zmienny w czasie wspoétczynnik Poissona materiatu liniowo lepkaggtiego
mozna wieC wyznaczy jako oryginat transformaty (15) stogajznane numerycz-
ne techniki odwrotnego przeksztatcenia Laplace'a. Pigesrszych metod poda-
je praca [Davies, Martin 1979], kompleksowy praeighajnowszych metod moa
uzysk& na stronie MathSciNet  American  Mathematical — Society
(www.ams.org/mathscinet), po wpisaniu stébw kluczowychLaplace transform
inversion". Mozna take pokazd, ze gdy funkcje petzania opisywang lslkupa-
rametrowymi modelami, to wspoétczynnik Poissonazn@gowyznacz§ w oparciu o
doktadne formuty analityczne [Stankiewicz 2005].

-1
4s

Algorytm identyfikacji

Identyfikacja wspéiczynnika Poissona polega na wyznaczeniu modekmanat
tycznego opisuacego funkag v(t) na podstawie danych pomiarowych. Wobec
zalencici danej wzorem (15) zadanie identyfikacji zmiennego w czasigoiw
czynnika Poissona sprowadza db identyfikacji funkcji petzaniaJg(t) i Jy (t)

na podstawie danych pomiarowych, a gasie wyznaczenia oryginatu transfor-
maty v(s) (15). Jednoosiowe funkcje petzandg(t) i Jy (t) mazna wyznaczy
eksperymentalnie w dwu niezafg/ch testach petzania przeprowadzonych dla dwu
prébek z tego samego materiatu. Pierwsza prébiks&ana jest (z gdkoscia rzedu
3.33 mm-8) miedzy dwiema réwnoleglymi ptytkami w warunkach stanu jedno-
osiowego napzenia [Hughes, Segerlind 1972]. Po uzyskaniu zatego statego
napezenia (rzdu 1.2 MPa) rejestruje giprzebieg odksztalcenia w czasie [Rao
1999]. Druga probka umieszczana jest w cylindrze uniéwiajacym jej boczne
odksztalcenie §ciskana jest poprzez przesenie ttoka w warunkach stanu jedno-
osiowego odksztatcenia.

Zalézmy, ze przeprowadzono eksperyment dyskretny, ktérego rezultatebiay
pomiaréW{JE,eksp(ti )i {nyeksp(ti )} funkcji petzania dld =1,K , N .

Powszechnie przyfym sposobem opisu zjawiska pelzania zachoceigo w mate-
riale lepkospgzystym jest model Kelvina [Christensen 1971, Rao 1999]

J(t)=Jg + f J; (1—e““i) (17a)
i=1
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lub model Biirgersa postaci [Christensen 1971, Rao 1999]:
k
W) =do+ V. +3 3 (1-e VA 17b
=30+ Y +x 3 (1-e*) (17b)

gdzie J; =VE;, E; to moduly spgzystasci, A; =7 /E; oznaczaj czasy retarda-
cji, natomiasty; sa wspotczynnikami lepkeci dynamiczne.

Wspétczynniki modeli (17) ddziemy dobieratak, aby modele te przybéty wy-
niki eksperymentu jak najlepiej w sensie najmniejszej sumy kwadratow

N > . N 9
'21 [JE,eksp(ti)_‘]E,model ) i '21 [Jx,eksp(ti)—Jx,mdel ) @s8)
1= 1=
Zadania minimalizacji wskaikéw (18) s nieliniowymi problemami najmniej-
szych kwadratow. Wykorzystag znane twierdzenie Kammlera [1979frednio-
kwadratowej aproksymaciji danych safankcji wyktadniczych, tatwo pokazaze
jesli ciagi dodatnich danych pomiarowyc{ldE,e@(ti )i {Jx,eksp(ti )} sa monoto-

nicznie rosace i ograniczone z gory, to optymalne modele postaci (17) istniej
i zarbwno parametryl ji orazrn, jakiczasy retardacfljj sa dodatnie. Poniewa

w przypadku modeli (17) zaréwno gradienty jak i hesjany kwadratowsggazni-

kow jakasci (18) dane s prostymi wzorami analitycznymi, do ich minimalizaciji
mozna zastosowametod, Levenberga-Marquardta, ktéra gwarantuje bardzo dobre
rezultaty nie tylko w przypadku pomiaréw bezszumowych aleetgkzy niewiel-
kich zaktéceniach. tatwo tak zauway¢, ze dla funkcji petzania postaci (17)
oryginaly Laplace'a pierwszych dwu sktadnikéw transformds) (15) s kombi-
nacjami liniowymi funkcji statej oraz funkcji wyktadniczych. \bam technile
numeryczn odwrotnego przeksztatcenia Laplace'a nalwiec zastosowa tylko

do trzeciego sktadnika sumy w (15).

Wspdiczynnik Poissona moa wyznacz§ w oparciu o podwadjny test petzania

stosujc nas¢pujaca procedug:

1. Przeprowad eksperyment i zgromacdpomiary jednosiowych funkcji petza-

nia probki swobodneiJE,e@p(ti )} i ograniczonefJ eksplti ).

Wyznacz modele (17) optymalne w sensie najmniejszej sumy kwadratow.

3. Wyznacz zmienny w czasie wspdtczynnik Poisse(ta jako oryginat trans-
formaty v(s) (15) stosujc wybran, technik numerycza odwrotnego prze-
ksztatcenia Laplace'a.

N
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Uwagi koncowe

Przedstawiony algorytm wyznaczania zmiennego w czasie wspéikayPoisso-

na jest uniwersalnym i tatwym w implementacji retziem, w ktérym wszystkie
obliczenia mog by¢ zrealizowane z zastosowaniem znanych, standardowych tech-
nik numerycznych. Efektywrsé metody zaley przede wszystkim od doktadéw i
stabilngci metody numerycznej odwrotnego przeksztalcenia Laplace'a @astos

nej do wyznaczenia oryginatu ¥(s) (15). Pomimo,ze procedura identyfikacji

zostata opracowana z gy o materiatach biologicznych, m® ona znal& zasto-

sowanie do badania wtasmmd dowolnych dérodkéw liniowo lepkospgzystych.

Opracowany algorytm jest oczyégie dualny do, wykorzystagego jednoosiowe
funkcje relaksacji, algorytmu De Baerdemeakera i Segkxjijednak bazage na
rownaniach konstytutywnych wyprowadzenie wzoru (15nr&i¢ od zastosowa-
nego przez nich uzasadnienia.
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IDENTIFICATION OF TIME-DEPENDENT POISSON'S RATIO
OF PLANT VISCOELASTIC MATERIALS BASED ON UNIAXIAL
CREEP EXPERIMENT

Summary

The need for knowledge of time-dependent viscoelastic materiatidnachas
been growing with the increased use of an accurate engineeringdsdor rigor-
ous predictions of the plant materials behaviour, such as the fimiber’t method
(FEM) and the boundary element method (BEM). Essentially, only livisaoe-
lasticity is considered for which the correspondence principle appliesew
method for computing the time-dependent Poisson's ratio of linear hstioe
materials, using discrete time-measurements of the uniasdap compliance of
unconfined and a laterally constrained cylindrical specimens of ierial ob-
tained in double creep experiment, is developed on the basis of theutiwestit
convolution integral equations. The approach proposed solves the problem in
Laplace transform domain and relies on numerical inversion for tieentiaation
for the time-dependent Poisson's ratio. The method combines effestvand
accuracy and is general enough to cover both viscoelastic solids and liquids.

Key words: viscoelasticity, uniaxial creep test, creep compliance, Poissuits
identification algorithm
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