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ALGORYTM IDENTYFIKACJI ZMIENNEGO W CZASIE
WSPOLCZYNNIKA POISSONA
LEPKOSPREZYSTYCH MATERIALOW RO SLINNYCH
OPISANYCH MODELEM KELVINA

Streszczenie

W pracy rozwaa sk problem wyznaczania zmiennego w czasie wspotckgnni
Poissona rdinnych materiatéw liniowo lepkosptystych opisanych uogélnionym
modelem Kelvina na podstawie pomiaréw funkcji pelaav stanach jednoosiowego
odksztatcenia i jednoosiowego negenia. Dla picioparametrowych modeli Kelvina
pokazanoze wspotczynnik Poissona mma przedstawijako sume skladowej statej,
funkcji wyktadniczych oraz splotow pierwotnych i adyfikowanych funkcji Bessela
oraz podano doktadny analityczny algorytm obliceeni. Przedstawiono schemat
identyfikacji zmiennego w czasie wspoétczynnika Borsa na podstawie dyskretnych
pomiaréw jednoosiowych funkcji petzania, uzyskanycpodwdjnym técie pelzania.
Efektywnas¢ metody zilustrowano wyznacaajzmienny w czasie wspotczynnik Pois-
sona prébek korzenia buraka cukrowego.

Stowa kluczowe:lepkospezystasé, jednoosiowy test petzania, funkcja petzania, mo-

del Kelvina, wspotczynnik Poissona, algorytm iddikggji

Wykaz oznacz&

v(t) — wspotczynnik Poissona,-,
) — delta Diraca,
x(s), Y(s)- transformaty Laplace'a funkciit), Y(t),

qo(t)D(//(t)zqu(t—r)I//(r)dr — splot funkgjiglt) i (t).
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Wprowadzenie, cel i zakres pracy

W ciagu ostatnich kilkudziestiu lat powstaty nowe konstytutywne metody opisu
whasndci dynamicznych materiatéw pochodzeniglirmego [Rao 1999]. Wk-
sza¢ sparod modeli konstytutywnych materiatéw biologicznych starolepko-
sprezyste modele reologiczne, dobrze opisej zwihzki pomiedzy odksztatceniem
a napezeniem, a take modelujce zjawiska plyricia materiatow oraz relaksacji
napezen w zakresie niewielkich deformacji. Analiza od-ksztatde napezen

w materiatach biologicznych, takich jak wysoko uwodnione warzyaadce, jest
zazwyczaj prowadzona w dziedzinie czasu, gdzie dynamiczne éasnateria-
lbw s dobrze charakteryzowane przez zake od czasu moduly odksztalcenia
postaciowego i okjosciowego oraz wspotczynnik Poissona. Wspotczynnik Pois-
sona nie jest wprost deginy pomiarowo, musi Wt by wyznaczany w oparciu
o inne charakterystyki uzyskanesdgadczalnie. W literaturze znana metody
wyznaczania zmiennego w czasie wspétczynnika Poissona na podstemiaarow
funkcji relaksacji [De Baerdemeaker, Segerlind 1976], braknatimiast metod
bazupcych na técie petzania, ktéry jest jednym z podstawowychdet informa-

cji o whasndciach lepkospizystych [Rao 1999].

W pracy [Stankiewicz 2005b] wyprowadzono forgudnalityczr okreslajaca
zaleznos¢é pomigdzy wspoétczynnikiem Poissona a funkcjami petzania w stanach
jednoosiowego odksztatcenia oraz rgpnia i przedstawiono schemat identyfika-

cji zmiennego w czasie wspoétczynnika Poissona na podstawie ponfianéoji
jednoosiowych petzania probki swobodnej i préfaiiskanej w cylindrze, ktérego
implementacja komputerowa, w ogélnym przypadku, wymaga stosowania nume-
rycznych technik odwrotnego przeksztatcenia Laplace'a.

Celem tej pracy bylo opracowanie algorytmu identyfikacji zmigone czasie
wspotczynnika Poissona materiatdw lepkaegpstych na podstawie pomiarow
funkcji petzania badanego materialu w stanach jednoosiowego odksitatraz
jednoosiowego naptenia w przypadku, gdy funkcje petzania opisanensdela-

mi Kelvina. Pokazanase dla pécioparametrowych modeli Kelvina wspoétczynnik
Poissona jest surskladowej statej, funkcji wyktadniczych oraz splotéw pierwot-
nych i zmodyfikowanych funkcji Bessela pierwszego rodzaju. Prasitsta algo-
rytm identyfikacji wspoétczynnika Poissona na podstawie dyskretpgchiarow
jednoosiowych funkcji petzania w walcowych prébkach badanego materigtu uz
skanych w dwu niezataeych testach pelzania.
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Wspoiczynnik Poissona

W pracy [Stankiewicz 2005b] wychaogtz z catkowych réwné@ konstytutywnych
i stosupc zasad analogii pomidzy liniowymi zjawiskami spgzystymi a lepko-
sprezystymi oraz aparat catkowego przeksztalcenia Laplace'a aokaze trans-
formata Laplace'a Wspéiczynnika Poissmﬁa dana jest wzorem

V)= [ [3(8/3e(0) -0+l 3, )3 F +ela- 3,63 60] @

gdzie J.(s) i J,(s) s transformatami funkcji petzanid, (t) i J,(t) w stanach

jednoosiowego naptenia oraz odksztatcenia. Zmienny w czasie wspotczynnik
Poissona mma wyznacz§ jako oryginat transformaty (1) stogajznane nume-
ryczne techniki odwrotnego przeksztatcenia Laplace'a. W prakiydeje petza-
nia opisane @& modelami kilkuparametrowymi, wspoétczynnik Poissonazmao
wowczas wyznaczyw oparciu o doktadne formuty analityczne.

Algorytm obliczeniowy dla modelu Kelvina

Powszechnie przgfym sposobem opisu zjawiska petzania (retardacji) zaahodz
cego w materiale liniowo lepkosgystym jest model Kelvina. Funkcje petzania
Je(t) i Jy(t) materiatow rélinnych dobrze aproksymaj pigcioparametrowe

modele Kelvina [Rao 1999]:
3e(t) = 3o + Jpy(1- )+ 3, (1- e 2) (2a)
Iy () = 0+ J21(1— e‘t“21)+ J22(1— e‘t“zz) (2b)
gdzie J; = ]/ Ej , Ej to moduly spgzystcsci, natomiasty; czasy retardacii.

Transforma¢ v(s) dam wzorem (1) mena przedstawijako sune

v(s) = i (s) +vy(s) (3)
wyrazenia wymiernego

w(s) = 2= [9x(6)/Ie () -1 @

ktérego oryginat dla modeli (2) jest kombinatiniowa sktadowej statej, co naj-

wyzej czterech rzeczywistych sktadowych wyktadniczych oraz ewentualnie co
/A5

najwyzej dwu funkcji postacte , j =12 ifunkcji
Vo(s) = ~vi(s) vw(s) (5)
gdzie w(s) jest wyraeniem wymiernym zdefiniowanym wzorem
wW(s) =[93g(s) = Ix (8)]/[ Je(s) — Ix (s)] (6)
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Poniewa licznik i mianownik w(s) s wielomianami zmiennej zespolone;
S czwartego stopnia, funkejw(s) mozna przedstawiw rownowanej postaci

w(s) = a wi(s) wy(s) 7)
gdzie a=[93,, - J,.)/[3,, = J,,], natomiast funkcjewi(s) i wy(s) s ilorazami
wielomiandéw stopnia drugiego o jednostkowych wspotczynnikach pfzyZera
i bieguny wi(s) i w,(s) zaleza od parametrow modeli (2), a ich patmie na
ptaszczynie zespolonej decyduje o postaci oryginatow transfonu[(aﬁ = \/Wl@

i uz(s) =M§) . Rozstrzyga to Twierdzenie podane w Dodatku A. Na podstawie
wzoru (AL) oryginaty zu,(s) i u,(s) przyjmuj posta
u(t) = t(t) +a(t) i uy(t) = Uy(t) + A(t) (8)
gdzie funkcjety(t) i T,(t) dane g odpowiednimi sp&réd wzoréw (A2)-(A5).
Wobec tego na podstawie wzorow (3)-(8) otrzymujemy
v(s) = va(s) = Var vy (s) Oy (t) + 5(1)] Ol 1) + S(t)] (9)
a shd, uwzgl;dniajqc selektywné¢ delty Diraca, mamy ostatecznie
$)= (- Ja(s) -V wy(s) (1) Do) + w0 + ()] (10)
Wspé}czynnlk Poissona moa wic przedstawd jako kombinagj liniowa sktado-

wej statej, funkcji wyktadniczych, funkcji postate ey j =12, oraz splotéw

funkcji Bessela. Funkcje Bessela dostpne w prawie kadym pakiecie oblicze-
niowym (np.JO(x), JA(x), IJn(m,X¥, 10(x), I11(xX) w Mathcadzie iBesselfv,x) oraz

Besselv,XY) w Matlabie). Do wyznaczenia catek splotowych w (10ynaozasto-
sow& standardowe procedury catkowania numerycznego.

Algorytm identyfikacji

Funkcje pefzanial,(t) i J,(t) mazna wyznaczy doswiadczalnie w dwu nieza-

leznych testach pelzania przeprowadzonych dla dwu prébek z tego same&go mat
rialu. Opis eksperymentu przedstawiono w [Stankiewicz 2005b].zZst6ze
przeprowadzono eksperyment dyskretny, ktérego rezultagenbisry pomiaréw
et} i {9xmelt)} funkcii petzania, i =1,K , N. Problem identyfikacji

modeli (2) polega na takim doborze ich parametréw, aby modele tblipaty
wyniki eksperymentu jak najlepiej w sensie najmniejszych kwadratéw

igl [‘]E,eksp(ti)_ JE model(ti )]2 i gl [‘]X,eksp(ti)_ JIx modei(li )]2 (11)
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Zadania minimalizacji wskaikoéw (11) @ nieliniowymi problemami najmniej-

szych kwadratow, ich wlaséc omowiono w [Stankiewicz 2005a]. Badania

numeryczne potwierdzaskuteczné¢ zastosowania do minimalizacji wskakow

(11) metody Levenberga-Marquardta. Wspotczynnik Poissorraaneic wyzna-

czy¢ stosujic nastpujaca procedug:

1. Przeprowad eksperyment i zgromacdpomiary jednosiowych funkcji petza-
nia probki swobodne{JE,ekSF(ti )} iograniczonefJy eksdlli )}

N

Wyznacz modele (2) optymalne w sensie najmniejszej sumy kwadratow.

Wyznacz oryginad (t) wyrazenia wymiernegoy(s) (4).

4. Wyznacz zera i bieguny wyrania wymiernegow(s) (6), a nasfpnie
przedstaww(s) w postaci (7) definiujc funkcje wy(s) i ws(s).

5. Wyznacz wspotczynnik Poissondt) na podstawie wzoru (10).

w

Przyktad

Przyktad (obliczeniowy) bazuje na danych uzyskanych eksperymeniainez
Gotackiego dla walcowych probek korzeni buraka cukrowegoseietgelaksacii
napezen [Stankiewicz, Gotacki 2004]. Wykorzystgj rownowanos¢ testow re-
laksacji i petzania oraz zaieos¢ miedzy funkcjami petzania i relaksacji danat-

ka Duhamela, wyznaczono guioparametrowe modele Kelvina odpowiada
danym eksperymentalnym. Parametry modeli podano w tab. 1, przebieg funkc
petzania przedstawia rys. 1. Na rys. 2 przedstawiono przebiegi empuiika
Poissona uzyskane: dla modeli (2)-liniagta, oraz dla czteroparametrowych mo-
deli Maxwella-linia przerywana. Rozlieocici, naturalne wobec odmiensw zja-
wisk petzania i relaksacji nagen, wynikaja takze std, iz czteroparametrowy
model Maxwella nie uwzgtnia skltadowej statej funkcji relaksacji, ktora, jak
wskazujp badania [Jakubczyk, Lewicki 2003], dla materiatoélinmych stanowi
istotny sktadnik rzeczywistej funkcji relaksacji, natomigigtioparametrowe mo-
dele Kelvina uwzgldniaja niezerova pocaitkowa wartas¢ funkcji petzania (para-
metry J;o, Joo - P. tab. 1).

Tabela 1. Parametry modeli Kelvina (2)
Table 1. The parameters for Kelvin models (2)

Funkcja petzania, (t) (2a) Funkcja petzania, (t) (2b)
J,, =0.124322MPa J,, =0.020067MPa™*
J,=012594MPa” A, =118875s J,,=0015619MPa” 1, =333038 s
J,=0027906MPa™ A, =39686s J,,=0025607MPa™ A, =13422s
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0.3
Jg(t), MPa’
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0 100 200 ts 300 400

Rys. 1. Jednoosiowe funkcje petzadig(t) (linia przerywana) iJy (t) (linia
ciggta) probki korzenia buraka cukrowego

Fig. 1. Uniaxial creep compliancég(t) (dash line) andJy (t) (solid line) of
a sample of the sugar beet root

Uwaga kaicowa

W pracy przedstawiono kompletny algorytm wyznaczania zmiennegaagiec
wspotczynnika Poissona materiatow lepkegpstych, opisanych pcioparame-
trowym modelem Kelvina, na podstawie uzyskanych eksperymentaimsewych
przebiegéw jednoosiowych funkcji petzania badanego materiatu, w ktobjim
czenia realizowaneasv czs$ci w oparciu o standardowe procedury numeryczne,
W CZg$Ci za§ w oparciu o nie iteracyjn®rmuty analityczne.

0.48 \ \ \ 0.48
0.45| 0<t<40Cs | 7
v(t) e
0.417 ...................................... N 7
0.38 h
0 100 200 300 400 ’ ’ ) 30 40
: t.s

Rys. 2. Wspo6iczynnik Poissona probki korzenia buraka cukrowego (ligia €i
model Kelvina, linia przerywana - model Maxwell)

Fig. 2. Poisson's ratio of a sample of the beet sugar root (solid lindvinKe
model, dash line - Maxwell model)
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Dodatek A
Niech J,,(x) i 1,(x) oznaczaj, odpowiednio, pierwotne i zmodyfikowane funkcje

Bessela pierwszego rodzajdego rzdu.
Twierdzenie [Stankiewicz 2005aPla dowolnych zespolonychz;,z, i s,s,

oryginat transformaty Laplace'a

— [\STZ4 s~ 7
KR [Py =y
istnieje i przyjmuje posta
h(t) = h(t) + o(t) (A1)

gdzie funkcjah(t) dana jest wzorem:

h(t) = f,(t) + fo(t) + f1(t) Ofo(t) gdy z,2,5,5 0R (A2)

h(t) = u(t) + 92() + &u(t) Dgo(t) gdy 2,22 0R,5,50C  (A3)
2
(1) = (us = 14)3(t) + UsTa(t) + 5 0a(1) Dgs(t) 0y 2,2, 0C. 51,5, DR (Ad)

2
() = (14 = 12060 ~ 1970 + 5 050 D6) 90y 21,22,5.50C (A9

R i C to, odpowiednio, zbior liczb rzeczywistych i zespolonych, natomiast:
fi(t) = pe¥[1o(mt) + 11(pit)], p=(s-2z)/2 q=(5+37)/2,i=12
0y (t) = ue? [1 o (ugt) + 1, (ugt)], w=(2-2)2, u=(z1+2)/2

92 (t) = €7'[(r, = 2,) o (rit) — 1y (rt)] n=[Imls), r,=Rds),
giualt) =€ 1 (ugt), =01, U =(s,-5)/2, Uy = (s +5,)/2

as(t) = € [Jo(rat) + I, (rat)] ry = [Im(z)), r, = Re(z)
Give(t) =€2J;(rt), i =0,1 m
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A SCHEME FOR IDENTIFICATION OF TIME-DEPENDENT
POISSON'S RATIO OF VISCOELASTIC PLANT MATERIALS
WITH THE KELVIN MODEL

Summary

Most of the constitutive models of biological madés are for a viscoelastic re-
gime, which is good for characterising strain-strdependence, creep and stress
relaxation within a small deformation. The stresd atrain problems of biological
materials are usually solved in the time domainerghthe dynamic properties can
effectively be characterised by the time-depen@amntson's ratio. In this paper the
problem of the Poisson's ratio determining usirgciite time-measurements of
the uniaxial creep compliance of unconfined anaterally constrained cylindrical
specimens of the material obtained in double ceqgeriment is considered. It is
proved that for five-element Kelvin models of th@axial relaxation functions the
Poisson's ratio can be described as a linear catiamof constant and exponen-
tial functions and multiple convolution integrals ariginal and modified Bessel
functions. A resulting identification scheme islméd. The effectiveness of the
method is demonstrated through the computatiom@foisson's ratio of the beet
sugar root samples.

Key words: viscoelasticity, uniaxial creep test, creep coame, Kelvin model,
Poisson's ratio, identification algorithm
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