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Streszczenie 

W pracy rozwaŜa się problem wyznaczania zmiennego w czasie współczynnika  
Poissona roślinnych materiałów liniowo lepkospręŜystych opisanych uogólnionym 
modelem Kelvina na podstawie pomiarów funkcji pełzania w stanach jednoosiowego 
odkształcenia i jednoosiowego napręŜenia. Dla pięcioparametrowych modeli Kelvina 
pokazano, Ŝe współczynnik Poissona moŜna przedstawić jako sumę składowej stałej, 
funkcji wykładniczych oraz splotów pierwotnych i zmodyfikowanych funkcji Bessela 
oraz podano dokładny analityczny algorytm obliczeniowy. Przedstawiono schemat 
identyfikacji zmiennego w czasie współczynnika Poissona na podstawie dyskretnych 
pomiarów jednoosiowych funkcji pełzania, uzyskanych w podwójnym teście pełzania. 
Efektywność metody zilustrowano wyznaczając zmienny w czasie współczynnik Pois-
sona próbek korzenia buraka cukrowego. 

 
Słowa kluczowe: lepkospręŜystość, jednoosiowy test pełzania, funkcja pełzania, mo-
del Kelvina, współczynnik Poissona, algorytm identyfikacji 
 
 

Wykaz oznaczeń 

( )tv   – współczynnik Poissona,-, 

( )tδ   – delta Diraca, 

( )sx , ( )sY – transformaty Laplace'a funkcji ( )tx , ( )tY , 

( ) ( ) ( ) ( ) ττψτφψφ dttt
t

∫ −=∗
0

 – splot funkcji ( )tφ  i ( )tψ . 

 



 

Anna Stankiewicz  
 

332 

Wprowadzenie, cel i zakres pracy 

W ciągu ostatnich kilkudziesięciu lat powstały nowe konstytutywne metody opisu 
własności dynamicznych materiałów pochodzenia roślinnego [Rao 1999]. Więk-
szość spośród modeli konstytutywnych materiałów biologicznych stanowią lepko-
spręŜyste modele reologiczne, dobrze opisujące związki pomiędzy odkształceniem 
a napręŜeniem, a takŜe modelujące zjawiska płynięcia materiałów oraz relaksacji 
napręŜeń w zakresie niewielkich deformacji. Analiza od-kształceń i napręŜeń  
w materiałach biologicznych, takich jak wysoko uwodnione warzywa i owoce, jest 
zazwyczaj prowadzona w dziedzinie czasu, gdzie dynamiczne własności materia-
łów są dobrze charakteryzowane przez zaleŜne od czasu moduły odkształcenia 
postaciowego i objętościowego oraz współczynnik Poissona. Współczynnik Pois-
sona nie jest wprost dostępny pomiarowo, musi więc być wyznaczany w oparciu  
o inne charakterystyki uzyskane doświadczalnie. W literaturze znane są metody 
wyznaczania zmiennego w czasie współczynnika Poissona na podstawie pomiarów 
funkcji relaksacji [De Baerdemeaker, Segerlind 1976], brak jest natomiast metod 
bazujących na teście pełzania, który jest jednym z podstawowych źródeł informa-
cji o własnościach lepkospręŜystych [Rao 1999]. 

W pracy [Stankiewicz 2005b] wyprowadzono formułę analityczną określającą 
zaleŜność pomiędzy współczynnikiem Poissona a funkcjami pełzania w stanach 
jednoosiowego odkształcenia oraz napręŜenia i przedstawiono schemat identyfika-
cji zmiennego w czasie współczynnika Poissona na podstawie pomiarów funkcji 
jednoosiowych pełzania próbki swobodnej i próbki ściskanej w cylindrze, którego 
implementacja komputerowa, w ogólnym przypadku, wymaga stosowania nume-
rycznych technik odwrotnego przekształcenia Laplace'a.  

Celem tej pracy było opracowanie algorytmu identyfikacji zmiennego w czasie 
współczynnika Poissona materiałów lepkospręŜystych na podstawie pomiarów 
funkcji pełzania badanego materiału w stanach jednoosiowego odkształcenia oraz 
jednoosiowego napręŜenia w przypadku, gdy funkcje pełzania opisane są modela-
mi Kelvina. Pokazano, Ŝe dla pięcioparametrowych modeli Kelvina współczynnik 
Poissona jest sumą składowej stałej, funkcji wykładniczych oraz splotów pierwot-
nych i zmodyfikowanych funkcji Bessela pierwszego rodzaju. Przedstawiono algo-
rytm identyfikacji współczynnika Poissona na podstawie dyskretnych pomiarów 
jednoosiowych funkcji pełzania w walcowych próbkach badanego materiału uzy-
skanych w dwu niezaleŜnych testach pełzania. 
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Współczynnik Poissona  

W pracy [Stankiewicz 2005b] wychodząc z całkowych równań konstytutywnych  
i stosując zasadę analogii pomiędzy liniowymi zjawiskami spręŜystymi a lepko-
spręŜystymi oraz aparat całkowego przekształcenia Laplace'a pokazano, Ŝe trans-
formata Laplace'a współczynnika Poissona ( )tv  dana jest wzorem 

 ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]




 −+−+−= sJsJsJsJsJsJ

s
sv EXEXEX 1811

4

1 2  (1) 

gdzie ( )sJE  i ( )sJX  są transformatami funkcji pełzania ( )tJE  i ( )tJX  w stanach 
jednoosiowego napręŜenia oraz odkształcenia. Zmienny w czasie współczynnik 
Poissona moŜna wyznaczyć jako oryginał transformaty (1) stosując znane nume-
ryczne techniki odwrotnego przekształcenia Laplace'a. W praktyce funkcje pełza-
nia opisane są modelami kilkuparametrowymi, współczynnik Poissona moŜna 
wówczas wyznaczyć w oparciu o dokładne formuły analityczne.  

Algorytm obliczeniowy dla modelu Kelvina 

Powszechnie przyjętym sposobem opisu zjawiska pełzania (retardacji) zachodzą-
cego w materiale liniowo lepkospręŜystym jest model Kelvina. Funkcje pełzania 

( )tJE  i ( )tJX  materiałów roślinnych dobrze aproksymują pięcioparametrowe 
modele Kelvina [Rao 1999]: 

 ( ) ( ) ( )1211 11 121110
λλ tt

E eJeJJtJ −− −+−+=  (2a) 

 ( ) ( ) ( )2221 11 222120
λλ tt

X eJeJJtJ −− −+−+=  (2b) 

gdzie ijij EJ 1= , ijE  to moduły spręŜystości, natomiast ijλ  czasy retardacji.  

Transformatę ( )sv  daną wzorem (1) moŜna przedstawić jako sumę 

 ( ) ( ) ( )svsvsv 21 +=  (3) 
wyraŜenia wymiernego  

 ( ) ( ) ( )[ ]1
4

1
1 −= sJsJ

s
sv EX  (4) 

którego oryginał dla modeli (2) jest kombinacją liniową składowej stałej, co naj-
wyŜej czterech rzeczywistych składowych wykładniczych oraz ewentualnie co 

najwyŜej dwu funkcji postaci jt
te 2λ−

, 21,j =  i funkcji 

 ( ) ( ) ( )swsvsv 12 −=  (5) 

gdzie ( )sw  jest wyraŜeniem wymiernym zdefiniowanym wzorem  

 ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]sJsJsJsJsw XEXE −−= 9  (6) 
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PoniewaŜ licznik i mianownik ( )sw  są wielomianami zmiennej zespolonej  

s  czwartego stopnia, funkcję ( )sw  moŜna przedstawić w równowaŜnej postaci 

 ( ) ( ) ( )swswsw 21α=  (7) 

gdzie [ ] [ ]201020109 JJJJ −−=α , natomiast funkcje ( )sw1  i ( )sw2  są ilorazami 

wielomianów stopnia drugiego o jednostkowych współczynnikach przy 2s . Zera  
i bieguny ( )sw1  i ( )sw2  zaleŜą od parametrów modeli (2), a ich połoŜenie na 

płaszczyźnie zespolonej decyduje o postaci oryginałów transformat ( ) ( )swsu 11 =  

i ( ) ( )swsu 22 = . Rozstrzyga to Twierdzenie podane w Dodatku A. Na podstawie 

wzoru (A1) oryginały z ( )su1  i ( )su2  przyjmują postać 

 ( ) ( ) ( )ttutu δ+= 11    i   ( ) ( ) ( )ttutu δ+= 22   (8) 

gdzie funkcje ( )tu1  i ( )tu2  dane są odpowiednimi spośród wzorów (A2)-(A5). 
Wobec tego na podstawie wzorów (3)-(8) otrzymujemy 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]ttuttusvsvsv δδα +∗+∗−= 2111  (9) 

a stąd, uwzględniając selektywność delty Diraca, mamy ostatecznie  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]tutututusvsvsv 2121111 ++∗∗−−= αα  (10) 

Współczynnik Poissona moŜna więc przedstawić jako kombinację liniową składo-

wej stałej, funkcji wykładniczych, funkcji postaci jt
te 2λ−

, 21,j = , oraz splotów 
funkcji Bessela. Funkcje Bessela są dostępne w prawie kaŜdym pakiecie oblicze-
niowym (np. J0(x), J1(x), Jn(m,x), I0(x), I1(x) w Mathcadzie i BesselI(v,x) oraz 
BesselJ(v,x) w Matlabie). Do wyznaczenia całek splotowych w (10) moŜna zasto-
sować standardowe procedury całkowania numerycznego. 

Algorytm identyfikacji 

Funkcje pełzania ( )tJE  i ( )tJX  moŜna wyznaczyć doświadczalnie w dwu nieza-
leŜnych testach pełzania przeprowadzonych dla dwu próbek z tego samego mate-
riału. Opis eksperymentu przedstawiono w [Stankiewicz 2005b]. ZałóŜmy, Ŝe 
przeprowadzono eksperyment dyskretny, którego rezultatem są zbiory pomiarów 

( ){ }ieksp,E tJ  i ( ){ }ieksp,X tJ  funkcji pełzania, Ni ,,Κ1= . Problem identyfikacji  

modeli (2) polega na takim doborze ich parametrów, aby modele te przybliŜały 
wyniki eksperymentu jak najlepiej w sensie najmniejszych kwadratów 

 ( ) ( )[ ]∑ −
=

N

i
imodelEiekspE tJtJ

1

2
,,    i   ( ) ( )[ ]∑ −

=

N

i
imodelXiekspX tJtJ

1

2
,,  (11) 
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Zadania minimalizacji wskaźników (11) są nieliniowymi problemami najmniej-
szych kwadratów, ich własności omówiono w [Stankiewicz 2005a]. Badania  
numeryczne potwierdzają skuteczność zastosowania do minimalizacji wskaźników 
(11) metody Levenberga-Marquardta. Współczynnik Poissona moŜna więc wyzna-
czyć stosując następującą procedurę: 
1. Przeprowadź eksperyment i zgromadź pomiary jednosiowych funkcji pełza- 

nia próbki swobodnej ( ){ }iekspE tJ ,  i ograniczonej ( ){ }iekspX tJ , . 

2. Wyznacz modele (2) optymalne w sensie najmniejszej sumy kwadratów. 
3. Wyznacz oryginał ( )tv1  wyraŜenia wymiernego ( )sv1  (4). 

4. Wyznacz zera i bieguny wyraŜenia wymiernego ( )sw  (6), a następnie  

przedstaw ( )sw  w postaci (7) definiując funkcje ( )sw1  i ( )sw2 . 

5. Wyznacz współczynnik Poissona ( )tv  na podstawie wzoru (10). 

 
Przykład 

Przykład (obliczeniowy) bazuje na danych uzyskanych eksperymentalnie przez 
Gołackiego dla walcowych próbek korzeni buraka cukrowego w teście relaksacji 
napręŜeń [Stankiewicz, Gołacki 2004]. Wykorzystując równowaŜność testów re-
laksacji i pełzania oraz zaleŜność między funkcjami pełzania i relaksacji daną cał-
ką Duhamela, wyznaczono pięcioparametrowe modele Kelvina odpowiadające 
danym eksperymentalnym. Parametry modeli podano w tab. 1, przebieg funkcji 
pełzania przedstawia rys. 1. Na rys. 2 przedstawiono przebiegi współ-czynnika 
Poissona uzyskane: dla modeli (2)-linia ciągła, oraz dla czteroparametrowych mo-
deli Maxwella-linia przerywana. RozbieŜności, naturalne wobec odmienności zja-
wisk pełzania i relaksacji napręŜeń, wynikają takŜe stąd, iŜ czteroparametrowy 
model Maxwella nie uwzględnia składowej stałej funkcji relaksacji, która, jak 
wskazują badania [Jakubczyk, Lewicki 2003], dla materiałów roślinnych stanowi 
istotny składnik rzeczywistej funkcji relaksacji, natomiast pięcioparametrowe mo-
dele Kelvina uwzględniają niezerową początkową wartość funkcji pełzania (para-
metry 10J , 20J  - p. tab. 1). 

Tabela 1. Parametry modeli Kelvina (2) 
Table 1.  The parameters for Kelvin models (2) 

Funkcja pełzania ( )tJE
 (2a) Funkcja pełzania ( )tJ X

 (2b) 

  1
10 1243220 −= MPa.J        1

20 0200670 −= MPa.J  

  1
11 1259420 −= MPa.J        s.87511811 =λ        1

21 0156190 −= MPa.J       s.30383321 =λ  

  1
12 0279060 −= MPa.J       s.9686312 =λ        1

22 0256070 −= MPa.J       s.3422122 =λ  
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Rys. 1.  Jednoosiowe funkcje pełzania ( )tJE  (linia przerywana) i ( )tJX  (linia 

ciągła) próbki korzenia buraka cukrowego  
Fig. 1.  Uniaxial creep compliance ( )tJE  (dash line) and ( )tJX  (solid line) of  

a sample of the sugar beet root 

 
Uwaga końcowa 

W pracy przedstawiono kompletny algorytm wyznaczania zmiennego w czasie 
współczynnika Poissona materiałów lepkospręŜystych, opisanych pięcioparame-
trowym modelem Kelvina, na podstawie uzyskanych eksperymentalnie czasowych 
przebiegów jednoosiowych funkcji pełzania badanego materiału, w którym obli-
czenia realizowane są w części w oparciu o standardowe procedury numeryczne,  
w części zaś w oparciu o nie iteracyjne formuły analityczne.  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Rys. 2.  Współczynnik Poissona próbki korzenia buraka cukrowego (linia ciągła - 

model Kelvina, linia przerywana - model Maxwell) 
Fig. 2.  Poisson's ratio of a sample of the beet sugar root (solid line - Kelvin 

model, dash line - Maxwell model) 

 
 

( )tJE , MPa-1 

( ) 52.⋅tJX , MPa-1 

 t, s 
0 100 200 300 400 

0.1 

0.2 

0.3 

0 100 200 300 400 
0.38 

0.41 

0.45 

0.48 

t, s 

( )tv  
st 4000 ≤≤  

0 10 20 30 40 
0.41 

0.43 

0.46 

0.48 

t, s 

( )tv  
st 400 ≤≤  



 Algorytm identyfikacji... 
 

 

 

337 

Dodatek A 
Niech ( )xJn  i ( )xIn  oznaczają, odpowiednio, pierwotne i zmodyfikowane funkcje 
Bessela pierwszego rodzaju n-tego rzędu. 
Twierdzenie [Stankiewicz 2005a]. Dla dowolnych zespolonych 21 zz , i 21 ss ,  
oryginał transformaty Laplace'a 

 ( ) ( )( )
( )( )21

21

ssss

zszs
sh

−−
−−=  

istnieje i przyjmuje postać: 
 ( ) ( ) ( )tthth δ+=  (A1) 

gdzie funkcja ( )th  dana jest wzorem: 

    ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) Rsszzgdytftftftfth ∈∗++= 21212121 ,,,  (A2) 

    ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) CssRzzgdytgtgtgtgth ∈∈∗++= 21212121 ,,,  (A3) 

   ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) RssCzzgdytgtg
r

tgutgruth ∈∈∗++−= 212153

2
3

43344 2
,,,  (A4) 

   ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) Csszzgdytgtg
r

tgrtgrrth ∈∗+−−= 212165

2
3

71624 2
,,,  (A5) 

R  i C  to, odpowiednio, zbiór liczb rzeczywistych i zespolonych, natomiast: 

( ) ( ) ( )[ ]tpItpIeptf ii
tq

ii
i

10 += , ( ) ,zsp iii 2−=    ( ) 212 ,i,zsq iii =+=  

( ) ( ) ( )[ ]tuItuIeutg tu
111011

2 += , ( ) 2121 zzu −= ,  ( ) 2212 zzu +=  

( ) ( ) ( ) ( )[ ]trJrtrJzretg tr
11110222

2 −−= , ( )11 sImr = ,        ( )12 sRer = , 

( ) ( )tuIetg i
tu

i 33
4=+ ,  10,=i , ( ) 2123 ssu −= ,  ( ) 2214 ssu +=  

( ) ( ) ( )[ ]trJtrJetg tr
32305

4 += ,  ( )13 zImr = ,        ( )14 zRer =  

( ) ( )trJetg i
tr

i 16
2=+ , 10,i =       ▄ 
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A SCHEME FOR IDENTIFICATION OF TIME-DEPENDENT  
POISSON'S RATIO OF VISCOELASTIC PLANT MATERIALS 

WITH THE KELVIN MODEL 

Summary 

Most of the constitutive models of biological materials are for a viscoelastic re-
gime, which is good for characterising strain-stress dependence, creep and stress 
relaxation within a small deformation. The stress and strain problems of biological 
materials are usually solved in the time domain, where the dynamic properties can 
effectively be characterised by the time-dependent Poisson's ratio. In this paper the 
problem of the Poisson's ratio determining using discrete time-measurements of 
the uniaxial creep compliance of unconfined and a laterally constrained cylindrical 
specimens of the material obtained in double creep experiment is considered. It is 
proved that for five-element Kelvin models of the uniaxial relaxation functions the 
Poisson's ratio can be described as a linear combination of constant and exponen-
tial functions and multiple convolution integrals of original and modified Bessel 
functions. A resulting identification scheme is outlined. The effectiveness of the 
method is demonstrated through the computation of the Poisson's ratio of the beet 
sugar root samples. 

Key words: viscoelasticity, uniaxial creep test, creep compliance, Kelvin model, 
Poisson's ratio, identification algorithm 

 


