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Mieszanie układu ziarnistego jako proces markowa 
 

Streszczenie 
 
W pracy przedstawiono wyniki bada� do�wiadczalnych i modelowych procesu 
mieszania niejednorodnego układu ziarnistego w mieszalniku b�bnowym. Jako 
modelu u�yto jednorodny proces Markowa, w którym intensywno�ci przej�cia 
wyznaczono do�wiadczalnie. Stwierdzono, �e w omawianym przypadku 
zaproponowany model matematyczny stanowi dobre przybli�enie danych 
eksperymentalnych. 
 
Słowa kluczowe: jednorodny proces Markowa, mieszalnik b�bnowy, 
intensywno�ci przej�cia 
 

Wprowadzenie 
 

W przypadku mieszania materiałów ziarnistych w mieszalniku statycznym lub 
podczas wysypu ze zbiornika sama konstrukcja mieszalnika lub technologia 
procesu sugeruje podział czasu mieszania na okre�lone etapy. Wynikiem 
takiego podziału jest zastosowanie jako modelu matematycznego procesu 
Markowa z dyskretnym czasem oraz dyskretn� przestrzeni� stanów, czyli tak 
zwanego ła�cucha Markowa. Taki model był intensywnie badany w pracach: 
[Chen S. J. i poz. 1972, Boss J. i Łapin Z. 1995]. W przypadku mieszania 
materiałów ziarnistych w mieszalniku b�bnowym bardziej naturalne wydaje 
si� przyj�cie w modelu ci�głego czasu lub ci�głej przestrzeni stanów albo obu 
tych parametrów jednocze�nie.  

 
Opis modelu 
 
Ci�gły proces Markowa jest opisany za pomoc� układu równa� 
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Wielko�ci qj i qij nosz� nazw� intensywno�ci przej�cia i stanowi� parametry w 
modelu stochastycznym z czasem ci�głym. 
 
Intensywno�ci przej�cia qij tworz� macierz kwadratow� o wymiarze r postaci: 
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Wyst�puj�ce w równaniach (wzór nr 2) i (wzór nr 3) wielko�ci pij(t,t+∆t) s� tak 
zwanymi prawdopodobie�stwami przej�cia ze stanu i-tego do stanu j-tego 
w czasie od t do t+∆t. W celu wyznaczenia intensywno�ci przej�cia 
prawdopodobie�stwa przej�cia wyznacza si� do�wiadczalnie. 
W postaci macierzowej układ (wzór nr 1) ma posta�: 
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td PQP =      (5) 

 
Jego rozwi�zanie po rozwini�ciu w szereg ma form�: 
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gdzie I jest macierz� jednostkow� o takim samym wymiarze jak Q. 
 
Opis bada� 
 
Wyznaczanie prawdopodobie�stwa przej�cia przeprowadzono w modelowym 
mieszalniku b�bnowym o przekroju kołowym, przedstawionym schematycznie 
na rysunku (rys. 1). 
 
Badania zostały przeprowadzone z u�yciem niejednorodnego układu ziaren. 
Rol� fazy rozpraszaj�cej stanowiły ziarna łubinu o przeci�tnej �rednicy d1 = 
5,9 mm i g�sto�ci ρ1 = 780 kg/m3, a trasera kulki agalitu o �rednicy d2 = 
2,9 mm i g�sto�ci ρ2 = 1680 kg/m3. 
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Rys. 1. Schemat b�bna mieszalnika z kaset� 
Fig. 1. Diagram of a mixer drum with a cassette 
 
Przyj�to pr�dko�� obrotow� b�bna mieszalnika n = 30 min-1, a stopie� 
wypełnienia b�bna f = 0,3.  
 
Badania przeprowadzano nast�puj�co: do pustego b�bna mieszalnika 
wstawiano kaset� dziel�c� b�ben na segmenty. Do jednego segmentu b�bna 
wsypywano ziarna trasera, do pozostałych ziarna fazy rozpraszaj�cej. 
Po napełnieniu kasety obracano b�ben o 180 stopni, po czym usuwano 
z niego kaset�. Nast�pnie wyzerowywano licznik obrotów i uruchamiano 
mieszalnik. Po upływie zało�onego czasu mieszania mieszalnik 
zatrzymywano, do b�bna wkładano kaset� a nast�pnie obracano b�ben 
o 180 stopni w celu zasypania do niej wymieszanego materiału. Ziarna 
z kolejnych segmentów były wydobywane a ich skład analizowany. Procedur� 
t� powtarzano wsypuj�c ziarna trasera do kolejno do wszystkich segmentów 
kasety. 
 
Je�eli przed mieszaniem traser znajdował si� w i-tym segmencie b�bna 
mieszalnika wtedy koncentracj� ziaren trasera w j-tym segmencie po upływie 
czasu mieszania t traktowano jako prawdopodobie�stwo przej�cia ziaren 
z segmentu i do segmentu j w czasie ∆t i oznaczano pij(t,t+∆t). Te 
prawdopodobie�stwa s� elementami macierzy prawdopodobie�stwa P(t). 
 
Dla ka�dego układu ziaren wyznaczono cztery macierze 
prawdopodobie�stwa przej�cia P(t) dla czasu t = 5, 10, 15, 30, i 45 s. 
Przykład macierzy dla czasu t = 5 s przedstawiono w tabeli (tab. 1).  
 
Poniewa� nie jest mo�liwe do�wiadczalne wyznaczenie współczynników qij 
dla czasu ∆t = 0, posłu�ono si� metod� przybli�on�. Metoda ta polegała na 
tym, �e z elementów pij o takich samych indeksach, pochodz�cych 
z powy�szych macierzy zbudowano wykresy pij /∆t = f(t) i ekstrapolowano 
wielko�ci qij w punkcie ∆t = 0.  
 
Tab. 1 Macierz prawdopodobie�stwa przej�cia dla badanego układu 

wyznaczona w czasie 5 s 
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Tab. 1 Matrix of transition probability for the system being tested determined 
within 5 s 

0,297 0,400 0,244 0,059 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 
0,179 0,366 0,314 0,131 0,010 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 
0,051 0,246 0,338 0,246 0,109 0,010 0,000 0,000 0,000 0,000 
0,008 0,113 0,265 0,305 0,211 0,093 0,005 0,000 0,000 0,000 
0,000 0,011 0,127 0,246 0,290 0,232 0,091 0,003 0,000 0,000 
0,000 0,000 0,014 0,111 0,239 0,311 0,230 0,090 0,005 0,000 
0,000 0,000 0,000 0,011 0,111 0,269 0,327 0,218 0,062 0,002 
0,000 0,000 0,000 0,000 0,028 0,152 0,288 0,306 0,190 0,036 
0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,030 0,183 0,323 0,330 0,134 
0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,059 0,239 0,364 0,338 
 
Wyniki oblicze� intensywno�ci przej�cia przedstawiono w postaci 
macierzowej w tabeli (tab. 2). 

 
Tab. 2 Macierz intensywno�ci przej�cia qij 

Tab. 2 Matrix of transition rate qij 

 
-0,235 0,145 0,080 0,010 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 
0,070 -0,210 0,105 0,035 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 
0,017 0,093 -0,233 0,093 0,030 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 
0,000 0,032 0,100 -0,229 0,069 0,028 0,000 0,000 0,000 0,000 
0,000 0,000 0,040 0,090 -0,238 0,080 0,028 0,000 0,000 0,000 
0,000 0,000 0,000 0,031 0,080 -0,227 0,088 0,028 0,000 0,000 
0,000 0,000 0,000 0,000 0,032 0,091 -0,219 0,076 0,020 0,000 
0,000 0,000 0,000 0,000 0,008 0,048 0,098 -0,234 0,068 0,012 
0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,003 0,058 0,110 -0,221 0,050 
0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,012 0,070 0,128 -0,210 

 
Zawarte w tabeli (tab. 2) warto�ci intensywno�ci przej�cia wykorzystano w 
dalszym ci�gu pracy rozwi�zuj�c układ (wzór nr 1) w celu wyznaczenia 
koncentracji składnika kluczowego w poszczególnych segmentach 
mieszalnika po pewnym czasie mieszania. 
 
W celu sprawdzenia adekwatno�ci modelu Markowa wykonano badania 
rozkładu ziaren składnika kluczowego w poszczególnych segmentach 
mieszalnika dla ró�nych warto�ci czasu mieszania, przy czym przed 
mieszaniem traser umieszczano w pi�tym segmencie kasety mieszalnika. 
Otrzymane wyniki porównywano z warto�ciami obliczonymi na podstawie 
ci�głego procesu Markowa.  

 
 
 
 
Wyniki bada� przedstawiono graficznie w postaci wykresów na rysunku 
(rys. 2).  
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Rys. 2. Koncentracja trasera w poszczególnych segmentach po 90 

sekundach mieszania wyznaczona na drodze do�wiadczalnej oraz 
na podstawie modelu Markowa. Przed mieszaniem traser znajdował 
si� w pi�tym segmencie b�bna mieszalnika 

Fig. 2. Tracer concentration in individual segments after 90-sec mixing 
determined experimentally and on the basis of Markov’s model. The 
tracer before mixing was situated in the fifth segment of the mixer 
drum 

 
Wnioski 
 
Analizuj�c wykresy koncentracji trasera w poszczególnych segmentach 
b�bna mieszalnika mo�na zauwa�y� daleko id�c� zgodno�� danych 
uzyskanych z modelu Markowa z danymi otrzymanymi na drodze 
do�wiadczalnej. Zgodno�� modelu i danych do�wiadczalnych ro�nie wraz 
z czasem  
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Mixing of granular system as markov’s process 
 
Summary:  
The work presents experimental and model results of investigations on the 
process of mixing the heterogeneous granular system in a drum mixer. 
Markov’s homogenous process was used as a model, where the transition 
rate was determined experimentally. It was found that the assumed 
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mathematical model in the case being discussed was in good agreement with 
experimental data. 
 
Keywords: Markov’s homogenous process, drum mixer, transition rate 


