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Niektóre bł�dy wyznaczania parametrów modelu reologicznego 

na podstawie testu relaksacji napr��e� na przykładzie bulwy 
ziemniaka 

 
Streszczenie 

Artykuł prezentuje procedury oszacowania niektórych bł�dów 
wyznaczania parametrów modelu Maxwella opisuj�cego 
zachowanie si� walcowych próbek w te�cie relaksacji napr��e� na 
przykładzie tkanki ziemniaka odmiany Irga. Wyznaczono bł�dy 
zarówno toru pomiarowego jak i wynikaj�ce z niedokładno�ci 
wykonania próbek. Uwzgl�dniono tak�e zmienny w funkcji siły 
reakcji próbki bł�d systematyczny przy wyliczaniu 
współczynników spr��ysto�ci i lepko�ci dynamicznej modelu.  
  
Słowa kluczowe: test relaksacji napr��e�, współczynnik 
spr��ysto�ci, lepko�� dynamiczna, model Maxwella, bł�dy 

 
Oznaczenia 
 
Ai, �i – parametry równania aproksymuj�cego, [N], [s-1]  

Ei, ηi - współczynniki spr��ysto�ci i lepko�ci dynamicznej, [MPa], [Pa·s] 

p - pole przekroju poprzecznego próbki, [m2] 

v - pr�dko�� przemieszczenia [m·s-1] 

tm - czas narastania odkształcenia, [s] 

t – czas liczony od chwili rozpocz�cia odkształcania próbki, [s]. 

l - długo�� próbki, [m] 

d – �rednica próbki, [m] 

λ - deformacji próbki podczas testu relaksacji, [m] 

u(tj) - deformacja próbki z uwzgl�dnieniem ugi�cia czujnika w chwili tj, [m] 

uc(tj) - ugi�cie czujnika w chwili tj, [m] 

� = 1,22322·10-7 – podatno�� czujnika, [m·N-1] 
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F1(t) - funkcja liniowa aproksymuj�ca rzeczywisty przebieg siły w okresie 

wst�pnego odkształcenia, [N] 
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mieAtF α  - funkcja aproksymuj�ca rzeczywisty przebieg siły w 

okresie relaksacji, [N] 
Wst�p 

Testy �ciskania i relaksacji napr��e� s� wa�nym �ródłem informacji o „stanie 

fizycznym” produktów rolniczych, takich jak owoce i warzywa. Ich wyniki 

wykorzystywane s� do okre�lenia odporno�ci na uszkodzenia, stopnia 

dojrzało�ci, ró�nic mi�dzy odmianami, a tak�e  do oceny jako�ci 

konsumpcyjnej owoców. 

Testy �ciskania i relaksacji napr��e� maj� szczególne znaczenie, gdy� na ich 

podstawie mo�liwe jest zaproponowanie modelu badanego materiału. St�d te� 

oprócz bie��cych ocen mo�liwe jest równie� przewidywanie zachowania si� 

badanych materiałów w pewnym zakresie obci��e� mechanicznych 

wykraczaj�cych poza eksperyment. Celem pracy jest prezentacja analizy 

bł�dów wyznaczania stałych materiałowych na przykładzie próbek bulw 

ziemniaka traktowanych jako materiał liniowo lepkospr��ysty. 

 

Materiał i metody bada� eksperymentalnych 

Przedmiotem bada� były ziemniaki odmiany Irga. Z ka�dej bulwy wycinano 

dwie walcowe próbki o �rednicy i wysoko�ci 20 mm, które poddawano 

nast�pnie testowi relaksacji napr��e� �ciskaj�c wst�pnie wzdłu� osi o warto�� 

1 mm. Pierwsz� próbk� odkształcano mi�dzy dwiema równoległymi płytkami 

w warunkach jednoosiowego napr��enia. Drug� próbk� �ciskan� w warunkach 

jednoosiowego odkształcenia umieszczono w cylindrze i odkształcano poprzez 

przesuwanie tłoka zapobiegaj�c w ten sposób przemieszczeniom bocznym. W 
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wyniku przeprowadzenia dwóch testów relaksacji napr��e� próbek �ciskanych 

swobodnie i w cylindrze otrzymuje si� czasowe przebiegi funkcji relaksacji 

odpowiadaj�cych stanowi jednoosiowego napr��enia E(t) i stanowi 

jednoosiowego odkształcenia X(t) postaci: 

( ) )exp(exp)( tbBtaAtE ⋅−⋅+⋅−⋅=    (1) 

( ) )exp(exp)( tdDtcCtX ⋅−⋅+⋅−⋅=           (2) 

gdzie: A, B, C, D, a, b, c, d s� stałymi o warto�ciach dodatnich. 

 Równania te umo�liwiaj� wyznaczenie dwóch niezale�nych wielko�ci 

charakteryzuj�cych materiał lepkospr��ysty: współczynnika spr��ysto�ci i 

lepko�ci dynamicznej. Znajomo�� tych stałych pozwala w dalszej kolejno�ci 

na wyznaczenie funkcji relaksacji napr��e� �cinaj�cych oraz �ci�liwo�ci 

obj�to�ciowej niezb�dnych do analizy zachowania si� materiału np. przy 

u�yciu metody elementów sko�czonych. Testy relaksacji w quasi-statycznych 

warunkach obci��e� przeprowadzono na uniwersalnej maszynie 

wytrzymało�ciowej INSTRON 6022. Natomiast pomiary w udarowych 

warunkach obci��e� wykonano na stanowisku do bada� dynamicznych 

[Gołacki 1999b]. Próbki poddawano deformacji, a nast�pnie utrzymuj�c stałe 

odkształcenie rejestrowano warto�� siły reakcji w czasie 120 sekund.  

 

Analiza bł�dów wyznaczenia współczynników spr��ysto�ci i lepko�ci 

dynamicznej 

Na całkowity bł�d wyznaczenia współczynników spr��ysto�ci ∆E i lepko�ci 

dynamicznej ∆η maj� wpływ nast�puj�ce składowe: 

1. Bł�dy zwi�zane z geometri� badanej próbki (∆l, ∆d) 

Wysoko�� walcowych próbek była sprawdzana poprzez kilkukrotny pomiar 

suwmiark� z dokładno�ci� 0,1 mm w kilku ró�nych płaszczyznach. Podczas 
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pomiaru dopuszczano odchyłk� od wymiaru nominalnego ± 0,1 mm, 

dlatego te� przyj�to ∆l= 0,2 mm. Wszystkie próbki były wycinane za 

pomoc� wykrojnika cylindrycznego o �rednicy wewn�trznej φ20 mm, w 

zwi�zku z tym pomini�to bł�d pomiaru �rednicy próbek ∆d ze wzgl�du na 

to, �e miał on charakter bł�du systematycznego i nie powodował rozrzutu 

wyników. 

2. Bł�dy pomiaru siły i deformacji próbki podczas testu relaksacji (∆F, ∆λ) 

W testach relaksacji w warunkach obci��e� quasi-statycznych do pomiaru 

siły reakcji u�yto głowicy o zakresie pomiarowym 1000 N i klasie 0,5 dla 

próbek �ciskanych swobodnie, a dla próbek �ciskanych w cylindrze 

zastosowano głowic� o zakresie pomiarowym 10 kN i klasie 0,5. Do 

oblicze� przyj�to zatem ∆F= 5 N dla próbek �ciskanych swobodnie i 50 N 

dla próbek �ciskanych w cylindrze. W warunkach obci��e� udarowych 

wykorzystano czujnik siły o zakresie pomiarowym 5 kN i klasie 0,05, st�d 

przyj�to ∆F= 2,5 N. Stał� warto�� odkształcenia próbek w warunkach 

obci��e� quasi-statycznych realizowano poprzez przemieszczenie głowicy 

obci��aj�cej uniwersalnej maszyny testuj�cej Instron 6022, natomiast w 

warunkach obci��e� udarowych poprzez zmian� poło�enia stolika ze �rub� 

mikrometryczn� z dokładno�ci� do 0,01 mm. W obu przypadkach 

obci��enia nie zmieniano wst�pnie ustawionej warto�ci wielko�ci 

deformacji próbek w czasie trwania testów relaksacji. W zwi�zku z tym 

bł�d wielko�ci przemieszczenia ∆λ został pomini�ty ze wzgl�du na jego 

systematyczny charakter. 

3. Bł�dy wyznaczenia stałych równania aproksymuj�cego (∆A, ∆α) 
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Podstaw� wyznaczenia bł�dów ∆Ai, ∆αi był bł�d pomiaru siły ∆F. Aby 

oszacowa� wielko�� bł�dów równania aproksymuj�cego wybrano test 

relaksacji przeprowadzony na próbce �ciskanej w cylindrze, której zakres 

zmienno�ci siły reakcji w czasie był zbli�ony do �redniej ze wszystkich 

próbek. Charakteryzował si� on nast�puj�cymi warto�ciami parametrów: 

A1= 342,3 N, A2= 4616,2 N oraz α1= 0,1076 s-1, α2= 0,0024 s-1 - wzór (3). 

Warto�� bł�du pomiaru siły dla próbek �ciskanych w cylindrze wynosiła 50 

N. Dlatego te� do wybranego przebiegu siły reakcji dodano 50 N i odj�to 

50 N do ka�dej warto�ci siły w okre�lonym punkcie czasowym. Po 

aproksymacji tych przebiegów dwuskładnikow� krzyw� wykładnicz�  
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otrzymano warto�ci parametrów Ai
*, αi

*. Z dwóch przebiegów wybrano ten, 

w którym ró�nica pomi�dzy wyznaczonymi parametrami w stosunku do 

warto�ci Ai, αi była wi�ksza. Dzi�ki temu uzyskano nast�puj�ce odchyłki 

graniczne parametrów równania aproksymuj�cego odpowiednio dla 

poszczególnych gał�zi modelu Maxwella: 

∆A1= 0,95 N         ∆α1=0,000403 s-1 

∆A2= 48,95 N       ∆α2=0,000032 s-1 

4. Bł�dy obliczenia współczynników spr��ysto�ci i lepko�ci dynamicznej na 

podstawie parametrów równania aproksymuj�cego 

Do wyznaczenia bł�dów obliczenia współczynników spr��ysto�ci Ei i 

lepko�ci dynamicznej ηi zastosowano metod� ró�niczki zupełnej 

wykorzystuj�c nast�puj�ce wzory: 
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Powy�sze zale�no�ci wynikaj� z aproksymacji dwuskładnikow� funkcj� 

wykładnicz� przebiegów sił reakcji próbek podczas eksperymentu – wzór 

(3), a nast�pnie wykorzystania wzoru podanego przez Chena [Chen 1972] 

dla walcowej próbki �ciskanej wzdłu� osi: 
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Przyj�to, �e pole przekroju poprzecznego p, pr�dko�� przemieszczenia 

tłoka deformuj�cego próbk� v oraz czas narastania odkształcenia tm s� stałe. 

W zwi�zku z tym zmiennymi s� tylko parametry równania 

aproksymuj�cego Ai, αi oraz długo�� próbki l. Przy takich zało�eniach 

warto�ci bł�dów ∆Ei, ∆ηi mo�na wyrazi� wzorami: 
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Stosuj�c powy�sze zale�no�ci uzyskano warto�ci bezwzgl�dnych bł�dów 

maksymalnych dla poszczególnych gał�zi: 

∆E1= 0,3 MPa                  ∆η1= 2,945 MPa⋅s 

∆E2= 4,314 MPa              ∆η2= 2428 MPa⋅s 

Na podstawie obliczonych maksymalnych bł�dów bezwzgl�dnych mo�na 

okre�li� maksymalne bł�dy wzgl�dne, które wynosz�:  

∆E1/E1= 1%                   ∆η1/η1= 0,66% 

∆E2/E2= 1,5%                ∆η2/η2= 1,7% 
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Bł�d systematyczny wynikaj�cy z ugi�cia tensometrycznego czujnika siły 

Ugi�cie czujnika podczas testu relaksacji powoduje, �e w przeprowadzonych 

eksperymentach rzeczywista deformacja próbki była mniejsza i zale�na od siły 

reakcji próbki. Chwilow� warto�� ugi�cia czujnika uc(tj) wyznaczono na 

podstawie chwilowej warto�ci siły działaj�cej na czujnik F(tj) i liniowej 

charakterystyki ugi�cia podatnego elementu czujnika. W zwi�zku z 

powy�szym realn� warto�� deformacji próbki okre�la zale�no�� [Gołacki 

1999a]: 
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W okresie narastania odkształcenia przebieg siły, na podstawie którego 

wyznaczono chwilowe ugi�cie czujnika, aproksymowano funkcj� liniow�, 

natomiast w czasie relaksacji wykorzystano krzyw� uzyskan� w 

eksperymencie. Analityczny model siły dla rozpatrywanego przypadku mo�na 

zatem przedstawi� w nast�puj�cy sposób [Gołacki 1999a]: 
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Na podstawie przeprowadzonych oblicze� stwierdzono, �e warto�ci stałych 

lepkospr��ystych dla poszczególnych gał�zi modelu Maxwella s� wi�ksze dla 

przypadków uwzgl�dniaj�cych ugi�cie czujnika. Jest to spowodowane faktem, 

�e przy tej samej sile powoduj�cej deformacj� próbki, uwzgl�dnienie ugi�cia 

czujnika wi��e si� z jej mniejszym odkształceniem. Bł�d wyznaczenia 
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parametrów Ei, ηi spowodowany zmiennym w funkcji siły reakcji próbki 

bł�dem systematycznym pochodz�cym od ugi�cia czujnika dla typowego 

przebiegu siły reakcji podczas eksperymentów wynosił: 3,1% i 3,1% oraz 

4,2% i 5,6% odpowiednio dla pierwszej i drugiej gał�zi modelu Maxwella. 

Zmienny w funkcji siły reakcji próbki bł�d systematyczny został 

uwzgl�dniony w postaci zmiennej poprawki przy wyliczeniu modułów Ei, ηi. 

 

Podsumowanie 

Przeprowadzona analiza bł�dów wskazuje na �ródła i przyczyny ich 

wyst�powania zwi�zane z tolerancj� wymiarów próbki oraz niedokładno�ci� 

aparatury pomiarowej podczas rejestrowania warto�ci siły reakcji i deformacji 

próbki w te�cie relaksacji. Przedstawiono tak�e sposób oszacowania bł�du 

wynikaj�cego z ugi�cia tensometrycznego czujnika siły. Zastosowanie 

czujnika z elementem spr��ystym do pomiaru siły reakcji próbki podczas testu 

relaksacji powoduje pojawienie si� zmiennego w funkcji siły bł�du 

systematycznego.  

Posiadanie wiedzy na temat warto�ci bł�dów pomiaru jest bardzo wa�na, gdy� 

na ich podstawie mo�na podj�� decyzj� o zaakceptowaniu lub odrzuceniu 

metody pomiarowej. Przykładem na wyeliminowanie bł�du systematycznego 

mo�e by� zastosowanie czujnika piezoelektrycznego charakteryzuj�ca si� 

bardzo du�� sztywno�ci�, co skutkuje pomijalnie małym ugi�ciem elementu 

pomiarowego w chwili przyło�enia siły. 
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Selected errors of rheological model parameters 
determination evaluated on the basis of stress 

relaxation test for potato tubers 

Summary  

This paper presents the estimation procedures of Maxwell’s model parameters 
describing the behaviour of potato samples during stress relaxation test. Into 

consideration were taken errors resulting from an inaccuracy of sample 
preparation, as well as the used measurement device (defined, limited 

precision). Moreover systematic error depending on sample reaction force, at 
calculation of elastic and viscosity coefficients was taken into account. 

Key words: stress relaxation test, elastic and viscosity coefficient, 

Maxwell model, errors 

 


