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Streszczenie. W pracy rozwazany jest problem wyznaczania modutu relaksacji materiatow li-
niowo lepkosprezystych na podstawie pomiardéw naprgzenia w rzeczywistym tescie relaksacji
o statej predkosci odksztatcania probki w fazie wstepnej testu. Celem pracy jest opracowanie
metody przyblizonej identyfikacji modulu relaksacji na podstawie danych z takiego testu. Ba-
zujac na uogolnionej metodzie trapezOw opracowano metodg, w ktorej przyblizenie modutu
relaksacji w dowolnej chwili czasu wyznaczane jest na podstawie pomiardw naprgzenia oraz
jego pochodnej w dwu wybranych punktach probkowania. Przy bardzo ogélnych zatozeniach
dotyczacych modutu relaksacji badanego materialu pokazano, ze metoda ta zapewnia lepsze
przyblizenie zard6wno modutu relaksacji jak i naprezenia niz metoda Solvari-Malinena. Opra-
cowana metoda jest punktem wyjscia dla syntezy szybkiego algorytmu identyfikacji modutu
relaksacji.

Stowa kluczowe: test relaksacji napr¢zen, skonczony czas odksztatcania, modut relaksacji,
algorytm identyfikacji

Wprowadzenie

Modut relaksacji jest jedna z podstawowych charakterystyk materiatow lepkosprezys-
tych [Ferry 1980]. Znajac modut relaksacji mozna wyznaczy¢ inne charakterystyki opisuja-
ce materialy w dziedzinie czasu, a takze w dziedzinie czgstotliwosci, w szczegolnosci te,
ktore sa najczesciej wykorzystywane w obliczeniach inzynierskich, czyli wspotczynnik lep-
ko$ci, modut Younga, wspdtczynnik Poissona. Dla materialow liniowo lepkosprezystych
modut relaksacji to — teoretycznie — naprezenie jakie powstaje w materiale przy skokowo
podanym jednostkowym statym odksztalceniu. Dla wielu materiatldw test relaksacji napre-
zen jest wciaz podstawowym zrodtem informacji empirycznej o ich wilasnosciach reolo-
gicznych. Jest on stosowany, przyktadowo, do badania wtasnosci reologicznych tworzyw
biodegradowalnych [Figiel 2008], migsa zwierzat gospodarskich [Nowak i Biatobrzewski
2009], peletow [Czachor 2010], warzyw i owocow [Bohdziewicz i Grzemski 2011] lub zeli
stosowanych w przemysle spozywczym [Jakubczyk 1 Kaminska 2007]. Idealny test relaksa-
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cji naprezen o nieskonczenie krotkim czasie odksztalcania probki jest w praktyce niereali-
zowalny [Lee i Knauss 2000; Flory i McKenna 2004]. W rzeczywistym tescie relaksacji
probka poddawana jest odksztatcaniu stopniowo, az do osiagnigcia zadanego odksztalcenia,
ktére utrzymywane jest w drugiej fazie testu. Czgsta praktyka jest wykorzystywanie danych
z rzeczywistego testu relaksacji tak, jakby zostaly one uzyskane w tescie idealnym. Alter-
natywa jest stosowanie reguly dziesigciokrotnosci czasu odksztatcania (ang. fen-times rule
[Lee i Knauss 2000]), zgodnie z ktora przyjmuje sig, ze naprezenie zarejestrowane w rze-
czywistym tescie relaksacji po czasie przekraczajacym dziesigciokrotno$é czasu odksztat-
cania mozna traktowac jako tozsame z tym, jakie zostaloby uzyskane w tescie idealnym.
Pierwsze podej$cie moze prowadzi¢ do znacznych bledoéw (p. przykiad 1 w tej pracy).
Stosujac podejécie drugie pomija si¢ istotne informacje o badanym materiale, jakie niesie
przebieg naprgzenia na poczatkowym odcinku czasu, gdy dynamika procesu relaksacji jest
najwigksza. W ciagu ostatnich kilkudziesigciu lat powstato kilka metod wyznaczania modu-
u relaksacji na podstawie pomiardw naprgzenia w tescie relaksacji uwzgledniajacych nie-
zerowy czas odksztalcania probki. Wigkszos¢ bazuje na zalozeniu, ze odksztalcenie we
wstepnej fazie testu rosnie liniowo w czasie. Metody te mozna podzieli¢ na dwie klasy.
Pierwsza stanowia metody opracowane dla uogélnionego modelu Maxwella, w ktorych
przyblizenie modutu relaksacji wyznaczane jest optymalnie, tak aby zapewni¢ jak najlepsze
dopasowanie modelu do danych pomiarowych [Knauss i Zhao 2007; Solvari i Malinen
2007; Tscharnuter i in. 2011]. W metodach tych dla wyznaczenia przyblizenia modutu
relaksacji w wybranej chwili czasu wykorzystuje si¢ wszystkie zgromadzone eksperymen-
talnie pomiary naprgzenia. Wymagaja one rozwigzania trudnych zle-uwarunkowanych
probleméw optymalizacji, niezbgdne jest wigc zastosowanie odpowiednich technik regula-
ryzacji. Druga grupg stanowia algorytmy, zgodnie z ktérymi przyblizenie modutu relaksacji
wyznaczane jest w kolejnych chwilach czasu na podstawie jednego albo kilku pomiarow
naprezenia. Do tej grupy nalezy najstarsza metoda Zapasa i Crafta [1965], rekurencyjna
rozniczkowa metoda Lee i Knaussa [2000] oraz reguta Solvari i Malinena [2006]. Metoda
Zapasa-Crafta o prostej formule obliczeniowej, akceptowalnie odporna na zaktocenia po-
miarowe, jest skuteczna tylko dla niewielkich czasow wstgpnego odksztatcania probki, nie
pozwala takze na wyznaczenie modutu relaksacji dla czasu bliskiego zeru. Rekurencyjna
metoda Lee i Knaussa wymaga znajomosci dobrego punktu startowego, jej rdézniczkowa
formuta implikuje tez mniejsza odpornos¢ na zaklocenia. Metoda Solvari-Malinena pozwa-
la wyznaczy¢ przyblizenie modutu relaksacji w dowolnej chwili czasu, jest jednak ono
obcigzone wigkszym niz w metodzie Zapasa-Crafta bledem, jej odporno$¢ na zakldocenia
tez nie jest zadowalajaca.

Cel i zakres pracy

Celem tej pracy jest opracowanie prostej metody przyblizonej identyfikacji modutu re-
laksacji na podstawie pomiardw naprezenia w rzeczywistym (nieidealnym) tescie relaksacji
naprezen o statej predkoscei odksztatcania wstgpnego, ktora zapewniataby lepsza niz metoda
Solvari-Malinena doktadnos¢ przyblizenia modutu relaksacji w kazdej chwili czasu i ak-
ceptowalna odpornos$¢ na zaklocenia pomiarowe. Bazujac na uogdlnionej regule trapezow
wyprowadzono przyblizona formulg pozwalajaca wyznaczy¢ modut relaksacji w dowolne;j
chwili czasu na podstawie pomiaréw naprgzenia i jego pochodnej w dwu wybranych punk-
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tach probkowania. Badania objely takze teoretyczna analize btedow modeli modutu relak-
sacji 1 naprgzenia.

Material i eksperyment

1. Material

Rozwazmy liniowy izotropowy material lepkosprezysty, dla ktérego w zakresie nie-
wielkich deformacji zwiazek miedzy naprezeniem o(t) a odksztalceniem &(t) opisuje
catkowe réwnanie konstytutywne [Ferry 1980]

o®) = [1_G(t—)é()da )

gdzie G(t), t = 0, jest zaleznym od czasu liniowym modutem relaksacji. Modut G (t) jest
to naprezenie, jakie powstaje w materiale opisanym rownaniem (1) dla jednostkowego,
skokowo podanego odksztalcenia e(t). Zaloézmy, ze opis matematyczny modutu relaksacji
G(t) jest catkowicie nieznany, natomiast naprezenie o(t) jest dostgpne pomiarowo dla
kazdej chwili czasu t € [0,T], gdzie 0 < T < oo.

2. Eksperyment

Klasycznym sposobem wyznaczania charakterystyk lepkosprezystych jest, ztozony
z dwu faz, test relaksacji naprezen [Lee i Knauss 2000]. W pierwszej fazie testu badana
probka poddawana jest odksztatcaniu ze stata predkoscia az do osiagnigcia zatozonej war-
tosci odksztalcenia g, utrzymywanego w drugiej fazie testu. Odksztalcenie, w takim rze-
czywistym tescie relaksacji (ang. ramp-test [Lee, Knauss 2000]) opisane jest wigc funkcja

0 dla t<0
e(t) = f—;t dla 0<t<tg ()

& dlat=>ty

ktorej przebieg ilustruje rysunek 1; tp oznacza czas narastania odksztatcenia.

0,0012 -
©
.“E’ 0.0006 - — rzeczyWwisty test relaksacji
E )
‘g — — — idealny test relaksacji
2
=
© 5
-0,5 1 2,5
Czas t [s]
Zrédlo: opracowanie wlasne
Rys. 1. Przebieg odksztatcenia w rzeczywistym tescie relaksacji; tg = 1 s, &g = 0,001
Fig. 1. Strain in the ramp-test; t; = 15, & = 0.001
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Na podstawie rownan (1) oraz (2) naprezenie w drugiej fazie testu, czyli wowczas gdy
dla t = t, utrzymywane jest state odksztalcenie &y, opisane jest catka

o(t) =2 [ G(t - DdA &)
R
skad, poprzez zamiang zmiennych, otrzymujemy
_ %ot
o(t) = pdl VR G(w)du @)

Stad na podstawie znanego wzoru na roézniczkowanie catki o granicach zaleznych od
parametru [Fichtenholtz 1978, Twierdzenie 6, str. 572] mamy

. _ &
6(5) = 2[6(6) = 6t — to)] 5)
1000000 1
= \ stata predkos¢ odksztatcenia
& \
~~ N . .o
e S o — — = idealny test relaksacji
o ~A
2 500000 A S-S
O s <=
3 —
5
Z
0 T
0 lCzas t[s] 2 3
Zrédlo: opracowanie wlasne
Rys. 2. Przebiegi naprezenia w rzeczywistym i idealnym tescie relaksacji
Fig. 2. Stress in ramp-tests and in ideal step strain relaxation test

Przyktad 1. Rozwazmy material o module relaksacji opisanym modelem KWW

(Kohlrausch, Williams and Watts) postaci G(t) = Gye~*/ of [Flory i McKenna 2004,
Solvari i Malinen 2006], gdzie G, = 10° Pa, bezwymiarowy parametr § = 0.5, za$ czas
relaksacji T = 3 s (materiat A) albo 7 = 100 s (material B). Czas tp = 1 s, a odksztalcenie
&y = 0.001. Przebieg naprezenia rejestrowanego w tescie przeprowadzonym zgodnie
z funkcja (2) ilustruje rysunek 2; linia przerywang zaznaczono przebieg naprezenia, jakie
zostaloby uzyskane dla idealnego testu relaksacji o odksztatceniu skokowym postaci
e(t) = gy1(t), gdzie 1(t) jest skokiem jednostkowym. Réznica pomiedzy warto$cia obu
sygnalow dla czasu tgp przekracza 22%, a dla czasu t = 10ty jest rzedu 5% naprezenia
z idealnego testu relaksacji. Tak wigc wyznaczajac modut relaksacji zgodnie z wynikajaca
z (1) rébwnoscia G (t) = a(t) /g, stuszna tylko dla idealnego testu relaksacji czesto popetnia
si¢ istotny blad. Natomiast stosujac regule dziesigciokrotnosci czasu ty traci si¢ istotne
informacje dotyczace przebiegu modutu relaksacji dla t < 10¢g.
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3. Zalozenia

W pracy przyjmiemy nastgpujace zatozenia.
Zalozenie 1. Modut relaksacji G (t) jest funkcja dwukrotnie ré6zniczkowalna taka, ze

dG(t) d2G(t)

G(t)ZO,—TZO,FZO dlat>0 (6)

Zatozenie to, przyjmowane przez wielu autoréw [Galucio i in. 2004; Solvari i Malinen
2007] oznacza, ze G(t) jest monotonicznie malejaca funkcja wypukla. Mozna pokazaé, ze
jesli jest ono spetnione, to rowniez naprezenie w rzeczywistym tescie relaksacji a(t) (4)
jest monotonicznie nierosnaca funkcja wypukta dla dowolnego t > tj.

Zatozenie 2. Druga pochodna d?G(t)/dt? jest funkcja monotonicznie nierosnaca dla
dowolnego t > 0.

Zatozenia 1 i 2 oznaczaja, ze pochodna G (t) rosnie coraz wolniej w czasie. Typowe
modele reologiczne (Maxwella, KWW, Pelega) spetniaja przyjgte zalozenia.

Przyblizone metody identyfikacji modutu relaksacji

Pierwsza metoda uwzgledniajaca skonczony czas tp obciazania probki jest metoda Za-
pas i Crafta [1965], zgodnie z ktéra dla materiatdéw liniowo lepkosprezystych

G@O(t) = %0 (t + %R) (7

Lee i Knauss [2000] zaproponowali formule rézniczkowa bazujaca na (5), ktéra dla
dyskretnych danych pomiarowych przyjmuje posta¢ rekurencyjnego schematu obliczen

GHO(E) = G0t — tg) + L6 (8y) (®)
0
Stosujac wzor trapezow do catki (4) Solvari i Malinen [2006a] opracowali formule
GT(t—tg) = ~0(6) =5 & (1) ©)
&0 2¢gg

a nastgpnie uogolnili ja dla materiatow nieliniowo lepkosprgzystych [Sorvari i in. 2006].

Badania symulacyjne wskazuja, ze prosta reguta Zapasa-Crafta pozwala wyznaczy¢
bardzo dobre przyblizenie modutu relaksacji i jest odporna na zaktocenia pomiarowe, jesli
tylko ich warto$¢ $rednia jest zerowa. Jej mankamentem jest jednak ograniczenie stosowal-
nosci do czasu t > tp/2 oraz niesatysfakcjonujace oszacowanie wartosci poczatkowej
modutu relaksacji. Stosowalna dla dowolnego t = 0 metoda Solvari-Malinena zapewnia
gorsze przyblizenie modutu relaksacji i jest mato odporna na zaktdcenia pomiarowe. Sku-
teczno$¢ schematu Lee i Knaussa, zar6wno przy obliczeniach ”w przod’ jak i1 “wstecz”,
moze gwarantowac tylko bardzo dobry punkt startowy.

Nowa metoda identyfikacji modulu relaksacji

Mozna pokazaé, ze dla monotonicznie niemalejacej i wypuklej funkcji G(t) trzy punk-
towa uogodlniona metoda trapezé6w

ff_tRG(u)duzEG(t—tR)+G(t—§)+§(;(t)]t§ (10)
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zapewnia lepsze przyblizenie catki | ’ G (w)du niz prosta reguta dwupunktowa zastoso-

t—tgr
wana przez Solvari i Malinena w [2006a]. Na podstawie (10) oraz (3) dla dowolnego

t > tg otrzymujemy nastgpujace przyblizenie napr¢zenia
~ ol - ) R
o(t) ~ 6t—t) +6(t—%)+26(0)]" (11)
Przyblizajac G (t - %R) zgodnie z formula Solvari-Malinena (9)
fR) o L R _ IR ; R
G(t—7)~goa(t+2) 2s06(t+2) (12)
na podstawie (11), (12) oraz (5) po prostych przeksztalceniach otrzymujemy nastepujacy
algorytm identyfikacji modutu relaksacji
T —t,) == -1 R) 4 IR 4 R _ LR ;
GI(t —tg) SOO'(t) 800(t+ 2) + Zsoa(t + 2) 2Eoo-(z:) (13)

zdefiniowany dla dowolnego tz > 0 i kazdego t > tp.

Formuta (13) pozwala wyznaczy¢ przyblizenie modutu relaksacji w dowolnej chwili
czasu t = 0 na podstawie pomiardw napre¢zenia i jego pochodnej w punktach probkowania:
(t + tg) oraz (t +%) Podobnie jak w metodach Lee-Knaussa oraz Solvari-Malinena
przyblizenia modutu relaksacji w kolejnych punktach pomiarowych nie sa tu wyznaczane
niezaleznie. Zalezno$¢ G (t) od naprezenia i jego pochodnej w dwu chwilach czasu
powoduje, ze schemat ten bardziej uwzglednia dynamike¢ zmian naprezenia niz formuta
Solvari-Malinena (9).

Analiza

Szczegdtowa analiz¢ poréwnawcza metod Zapasa-Crafta oraz Lee-Knaussa zawiera
praca [Flory i McKenna 2004], metody Solvari-Malinena oraz Zapasa-Crafta zostaty po-
roéwnane w pracy [Solvari i Malinen 2006]. Analiz¢ wlasnosci nowej metody ograniczymy
do poréwnania jej z majaca podobna geneze metoda Solvari-Malinena. Ocenimy btad przy-
blizenia modutu relaksacji oraz naprezenia; ze wzgledu na limit stron dowody twierdzen
wykorzystujace aparat analizy wypuklej pominigto.

Blad przyblizenia modulu relaksacji

Niech

ERRGT®(t —tg) = GT(t — tg) — G(t — tg) (14)
bedzie bledem przyblizenia modutu relaksacji. Mozna pokazac, ze jesli pomiary naprgzenia
sg bezszumowe to

o(t,tg) < ERRGA(t —tp) < éf(t, te) (15)

gdzie
o(t,ta) = =2 [G(t — ta) = G(O)] = £(¢, ) (16)
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S((t'tR)=%G(t—t7R)—G(t)+%G(t+%R) 17)

Mozna pokazac, ze jesli spetnione sa zatozenia 1 i 2, to £(t, tg) = 0 jest malejaca funkcja
czasu t dla kazdego tz > 0 oraz rosnaca funkcja t; dla kazdego t > tg. Stad (¢, tz) <0
jest rosnaca funkcja t dla kazdego tp > 0 oraz malejaca funkcja tp dla kazdego t = tp.
Wobec tego, biorac pod uwage, ze przy przyjetych zatozeniach lim; ., G(t) = G, < 0,
tatwo stwierdzié, ze zaréwno dolne jak i gérne oszacowanie bledu ERRG®) (t — tg) dazy
monotonicznie do zera, gdy tp = 0 lub t — oo. Oznacza to, ze dla dostatecznie duzego
czasu t blad przyblizenia modutu relaksacji jest pomijalnie maty niezaleznie od czasu
tg > 0, a dla dostatecznie matego ty btad ten jest pomijalnie maty dla kazdej chwili czasu t.

Jesli spetnione jest zatozenie 1, to naprgzenie w rzeczywistym tescie relaksacji jest
funkcja wypukta. Dla kazdego t = t, oraz tp > 0 zachodzi wigc nierownosé

a(t)Za(t+t?R)+d(t+%R)(—t—R) (18)

2

stad wobec (13) mamy
GOt —tg) > ia(t) —;TRod(t) (19)
a na podstawie (9) otrzymujemy
GOt —tg) =GO (t —tg) (20)

Wykorzystujac (20) oraz (15) mozna udowodnié nastgpujacy rezultat.
Twierdzenie 1. Jesli spetnione sa zatozenia 11 2, a pomiary naprgzenia sa bezszumowe,
to dla kazdego t > ty 1 kazdego tp > 0 zachodzi oszacowanie

|[ERRGT®(t — tg)| < |[ERRGTD(t — tp)| (21)
gdzie
ERRGTA(t — tg) = GTA(t — tg) — G(t — tg) (22)
2. Blad modelu naprezenia

Niech
0T (t) = 2 [[F 6T (e~ Dda (23)
oraz
o) = 2 [T (¢t~ Dda (24)

beda naprezeniami jakie zostalyby zarejestrowane w rzeczywistym tescie relaksacji o pa-
rametrach & i tg dla modeli GT2(t) i GT3(t). Wykorzystujac wypuklosé funkeji o (t)
(3) mozna wyprowadzi¢ nastgpujacy rezultat.

Twierdzenie 2. Jesli spetnione sa zalozenia 1 i 2, a pomiary napre¢zenia sa bezszumowe,
to dla kazdego t > tg i kazdego tg > 0 zachodzi oszacowanie 072 (t) < ¢T3 (t) < o(t).
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Rezultat ten nie jest zaskoczeniem, poniewaz jak juz wspomniano w rozwaznym przy-
padku trzypunktowa metoda trapezow zapewnia lepsze przyblizenie naprezenia o (t) (3) niz
metoda dwupunktowa. Oszacowania btedow przyblizenia modutu relaksacji oraz napreze-
nia podano dla pomiarow bezszumowych. Wyniki numerycznej analizy odpornosci algo-
rytmu na zaktocenia pomiarowe przedstawiono w pracy [Stankiewicz 2012].

Wiadomo, ze btad metody trapezoéw jest wprost proporcjonalny do kwadratu dlugosci
przedzialu catkowania. W pracy [Solvari i Malinen 2006] pokazano przy zatozeniu, ze
napreznie o (t) jest funkcja nieskonczenie wiele razy rozniczkowalna, ze wlasnos$é te po-
siadajg takze algorytmy Zapasa-Crafta i Solvari-Malinena. Wykorzystujac dwukrotna r6z-
niczkowalno$¢ i wypukto$¢ modutu relaksacji oraz uogoélnione twierdzenie o wartosci
sredniej mozna pokazaé, ze przy przyjgtych zatozeniach zachodzi oszacowanie

|ERRG T (6)] < 26() tg? (25)

gdziet < & < t+ tg, a zatem opracowana metoda jest rowniez metoda rzedu drugiego.

Podsumowanie

1. Bazujac na uogolnionej metodzie trapezéw wyprowadzono prosta metodg przyblizonej
identyfikacji modutu relaksacji na podstawie pomiarow napr¢zenia zgromadzonych
w tescie relaksacji o statej w czasie predkosci odksztatcania wstgpnego.

2. Teoretyczna analiza bledow modeli wskazuje, ze opracowana metoda zapewnia lepsze
przyblizenie zardbwno modutu relaksacji jak i naprezenia niz nalezaca do tej samej grupy
metod formuta Solvari-Malinena.

3. Przyblizenie modutu relaksacji w dowolnej chwili czasu wyznaczane jest na podstawie
pomiaréw naprezenia i jego pochodnej w tylko dwu wybranych punktach probkowania.
Metoda jest punktem wyjscia dla szybkiego algorytmu wyznaczania modutu relaksacji
[Stankiewicz 2012], tatwego do zastosowanie w trybie on-line w czasie eksperymentu
reologicznego.
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DETERMINATION OF THE RELAXATION MODULUS
ON THE BASIS OF THE RAMP-TEST STRESS DATA

Abstract. The problem of the linear relaxation modulus determination on the basis of the stress data
from relaxation tests where a constant strain rate is followed by a constant strain is considered. The
aim of the paper is to develop a method for approximate identification of relaxation modulus using
relaxation data from such ramp test. Generalized three-point trapezoidal rule is used to derive a new
method. The approximation of the relaxation modulus in successive time instants is determined on the
basis of the stress and stress derivative measurements in only two appropriately chosen sampling
points. It is proved under standard assumptions concerning the relaxation modulus of the material that
the relaxation modulus and the ramp-test stress models determined according to the suggested method
guarantee better approximation of the real relaxation modulus and stress than the Solvari-Malinen
method. The method developed is a basis for synthesis of fast identification scheme.

Key words: stress relaxation test, finite ramp time, relaxation modulus, identification method
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