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Streszczenie. W pracy zaproponowano szybki algorytm przyblizonej identyfikacji modutu re-
laksacji materialow liniowo lepkosprezystych na podstawie pomiar6w naprgzenia w rzeczy-
wistym teScie relaksacji o statej predkosci odksztatcania probki w fazie wstgpnej testu. Przy-
blizenie modutu relaksacji w dowolnej chwili czasu wyznaczane jest na podstawie pomiarow
napregzenia oraz jego pochodnej w dwu wybranych punktach probkowania. Badania nume-
ryczne przeprowadzone dla modutu relaksacji opisanego funkcja KWW (Kohlrausch, Wil-
liams and Watts) potwierdzaja wyniki analizy teoretycznej i dowodza, ze metoda ta zapewnia
lepsze przyblizenie modutu relaksacji i naprezenia niz metoda Solvari-Malinena. Algorytm
jest takze bardziej odporny na zaklocenia niz schemat Solvari-Malinena.

Stowa kluczowe: test relaksacji naprgzen, stata predkos¢ odksztalcania, modut relaksacji,
algorytm identyfikacji

Wprowadzenie

Dla materiatow liniowo lepkosprezystych modut relaksacji G (t) moze by¢ wyznaczony
na podstawie pomiar6w naprezenia o(t) zgromadzonych w zlozonym z dwu faz teScie
relaksacji naprezen [Lee i Knauss 2000; Solvari i Maline 2006]. W pierwszej fazie testu
badana probka poddawana jest odksztalcaniu ze stalg predkoscia, az do osiagnigcia zatozo-
nej wartosci odksztatcenia g, utrzymywanego w drugiej fazie testu. Odksztatcenie w takim
rzeczywistym tescie relaksacji (ang. ramp-test [Lee, Knauss 2000]) opisane jest funkcja

0 dlat<O0
e(t) = :—Zt dla 0<t<ty (1)
& dla t=>ty
gdzie ty jest czasem narastania odksztatcenia, ktorej przebieg ilustruje rysunek 1. Zwiazek

miedzy naprezeniem o (t), odksztatceniem &(t) a modutem relaksacji G (t) opisuje catkowe
réwnanie konstytutywne [Ferry 1980]
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o®) = [1_G(t—D)é()da 2)

W ciagu ostatnich kilkudziesigciu lat powstato kilka metod wyznaczania modutu relak-
sacji na podstawie pomiaréw naprgzenia w tescie (1). Sa to metody opracowane dla uogol-
nionego modelu Maxwella, w ktorych przyblizenie modutu relaksacji wyznaczane jest
optymalnie [Knauss i Zhao 2007; Solvari i Malinen 2007; Tscharnuter i in. 2011]. W meto-
dach tych dla wyznaczenia przyblizenia modutu relaksacji w wybranej chwili czasu wyko-
rzystuje si¢ wszystkie zgromadzone eksperymentalnie pomiary napr¢zenia. Alternatywe
stanowia algorytmy, w ktorych przyblizenie modutu relaksacji wyznaczane jest w kolej-
nych chwilach czasu na podstawie jednego albo kilku pomiaré6w napre¢zenia: metoda Zapa-
sa-Crafta [1965], rekurencyjna formuta Lee-Knaussa [2000] oraz reguta Solvari-Malinena
[2006].

W pracy [Stankiewicz 2012] wyprowadzono nowa formute rozniczkowsa przyblizajaca
modut relaksacji. Teoretyczna analiza bledéw wskazuje, ze zaproponowana metoda zapew-
nia lepsze przyblizenie modutu relaksacji i naprgzenia niz metoda Solvari-Malinena. Meto-
da ta jest podstawa szybkiego algorytmu identyfikacji przedstawionego w tej pracy.

Cel i zakres pracy

Celem pracy bylo opracowanie szybkiego algorytmu przyblizonej identyfikacji modutu
relaksacji na podstawie pomiardw naprezenia w rzeczywistym (nieidealnym) tescie relak-
sacji naprezen o stalej predkosci odksztatcania wstepnego, ktora zapewnitaby lepsze przy-
blizenia modutu relaksacji niz metoda Solvari-Malinena. Badania numeryczne, stanowiace
uzupetnienie analizy teoretycznej przeprowadzonej w pracy [Stankiewicz 2012], obejmo-
waty analizg¢ btedu modeli modutu relaksacji przeprowadzona dla modeli KWW przy ideal-
nych i zaktéconych pomiarach napre¢zenia.

0,0012 ~
1
Qo
'g 0,0006 - rzeczywisty test relaksacji
g
E = = = idealny test relaksacji
=
o
-0,5 1 2,5
Czas t [s]
Zrédlo: opracowanie wlasne
Rys. 1. Przebieg odksztatcenia w rzeczywistym tesécie relaksacji; tg = 15, g, = 0,001
Fig. 1. Course of strain in the ramp-test; tz = 15, &, = 0.001
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Metoda identyfikacji modulu relaksacji i metoda Solvari i Malinena

Stosujac prosty wzor trapezow Solvari i Malinen [2006] opracowali formute
Gt~ tg) = —0(t) =% 6 (1) 3)
&9 2&p

a nastgpnie uogolnili ja dla materiatow nieliniowo lepkosprgzystych [Solvari 1 in. 2006b].
Zaktadajac, ze modut relaksacji G(t) badanego materiatu jest funkcja dwukrotnie roz-
niczkowalng taka, ze [Hanyga 2005]

dG(t)
dat

=0,

6O 5 0 dla t >0 4)

dtz —

G(t)=0,—

czyli w szczegdlnosci monotonicznie malejaca funkcja wypukla, w pracy [Stankiewicz
2012], bazujac na trzypunktowej uogdlnionej metodzie trapezow, wyprowadzono nastgpu-
jaca formute przyblizajaca modut G (t — tg)

2 1 t tr . t tr .
6(73)(t—tR)=£—Oa(t)—ga(t+f)+ﬁa(t+f)—ﬁa(t) %)

dla kazdego t > tg i dowolnego tz > 0.

Obie metody maja podobna genezg, rowniez schemat wyznaczania modutu relaksacji na
podstawie pomiardw naprezenia i jego pochodnej w jednym lub dwu punktach pomiaro-
wych jest analogiczny. Badania symulacyjne skutecznosci nowej metody ograniczymy
wigc do porownania jej metoda oparta na formule (3). Ocenimy blad przyblizenia modutu
relaksacji przy idealnych i zakléconych pomiarach modutu relaksacji.

Algorytm identyfikacji modulu relaksacji

Modut relaksacji mozna wyznaczy¢ stosujac nastepujacy schemat identyfikacji.

1. Zaplanuj eksperyment - test relaksacji naprezen (1) - o parametrach g, oraz t; — dobie-
rajac punkty probkowania t; = tg, i = 1,...,N, tak aby t;.; —t; = h a ty = 2ijh dla
pewnego catkowitego iy = 1.

2. Przeprowadz test relaksacji naprezen (1) i zgromadz pomiary &(t;) = a(t;) + z(t;)
naprezenia w chwilach czasu t; = tg, i = 1,...,N, gdzie z(t;) jest bledem pomiaro-
wym.

3. Wyznaczdlai = 2, ..., N — 1 modut relaksacji G 73 (t; — tz) zgodnie ze wzorem

Tt —t2) = 26(t) ——5(t: + B) + R 5(t: + B) — R 5,
G (t; — tg) o a(ty) =0 (tl +5 ) t 360 (tl +5 ) ™ a(ty) (6)
stosujac dla przyblizenia pochodnych &(t;) oraz & (ti + %R) iloraz réznicowy

E(tl) ~ a(ti+1)2_h6(ti—1) (7)

Uwaga 1. lloraz réznicowy (7) byt stosowany do przyblizenia pochodnej o (t;) w pracy
[Solvari I Malinen 2006].

Uwaga 2. Mozna pokazaé, ze przy przyjgtych zatozeniach (4) iloraz réznicowy (7)
zapewnia oszacowanie od dolu pochodnej 4&(t;) o bledzie mniejszym niz
[6(tie1) = 6(tisa)] h/4.

391



Anna Stankiewicz

Uwaga 3. Pochodne w (6) mozna takze oszacowac stosujac doktadniejsza regule pigcio-
punktowa

- —0(tiy2)+80(tiy1)— 80 (ti—1)+0(ti—2)
0_(1’.1_)z ollit2 o l+112hCr i-1)1to(ti—3 (8)

Badania numeryczne wskazuja jednak, ze zastosowanie prostej reguty (7) jest zazwy-
czaj wystarczajace.

Badania numeryczne

Przyktad 1 - idealne pomiary modutu relaksacji. Rozwazmy material o module relaksacji
opisanym modelem KWW (Kohlrausch, Williams and Watts) postaci [Flory i McKenna 2004]:

G(t) = Gye~t/D* )

gdzie G, = 10° Pa, bezwymiarowy parametr § = 0.5, za$ czas relaksacji T = 3 s (material
A) albo T = 100 s (material B). Badania symulacyjne algorytmu przeprowadzimy dla ma-
teriatu A 1 B, idealnych (niezaktoconych) pomiaré6w naprgzenia oraz trzech predkosci od-
ksztalcania w pierwszej fazie testu relaksacji odpowiadajacych czasom tz = 15, tg =25,
tg = 5 s oraz czasu trwania eksperymentu T = 20 s dla materialu A i T = 100 s dla mate-
riatu B. Liczbg punktow probkowania N przyjgto zaleznie od parametrow tp oraz T, tak
aby spelione byly warunki stosowalno$ci obu badanych metod. Doktadno$¢ przyblizenia
modutu relaksacji (9) ocenia dla nowego schematu $redni wzgledny btad kwadratowy:

¢T3 (t)-G(t

2
(T3) — _1 yN-1 D).
ERRLSG(™® = Lyl [—— o | - 100% (10)

2

Wskaznik ERRLSG? dla metody Solvari-Malinena zdefiniowany jest analogicznie.
Wartoéci wskaznikow ERRLSG T oraz ERRLSG(? dla pomiaréw idealnych zestawiono
w tabeli 1 dla materiatu A, a w tabeli 2 dla materiatu B.

Tabela 1. Wzgledne bledy aproksymacji modutu relaksacji dla nowej metody i metody Solvari-
Malinena; materiat A, pomiary idealne

Table 1.  Mean relative errors of the relaxation modulus approximation for the suggested method
and Solvari-Malinen method; material A, noise-free case

: . Pomiary idealne, tp = 1's
Sredni blad zzgledny o= Ty "5 T N =r¥20 N =160 | N=200 | N =240
ERRLSGT® [%] 0,479 0,104 0,038 0,018 0,011 8,074E-3
ERRLSGT™2) [%] 0,273 0,101 0,061 0,044 0,035 0,03
Pomiary idealne, ty = 2 s
N =40 N =80 N=120 | N=160 | N=200 | N =240
ERRLSGT™® [%] 0,516 0,118 0,047 0,025 0,016 0,012
ERRLSGT [%] 1,02 0,399 0,247 0,182 0,148 0,127
Pomiary idealne, tz =55
N =40 N =80 N =120 N=160 | N=200 | N =240
ERRLSG™ [%] 0,761 0,216 0,106 0,067 0,048 0,038
ERRLSG T2 [%] 1,97 1,057 0,831 0,675 0,475 0,563

Zrédlo: obliczenia wlasne
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Tabela 2. Wzgledne bledy aproksymacji modutu relaksacji dla nowej metody i metody Solvari-
Malinena; materiat B, pomiary idealne
Table 2.  Mean relative errors of the relaxation modulus approximation for the suggested method
and Solvari-Malinen method; material B, noise-free case
. ) Pomiary idealne, tg = 1s
Sredni btad wzgledny
N =200 N =400 N =600 N =800
ERRLSG T [%)] 1,08E-005 9,089E-006 8,678E-006 8,585E-006
ERRLSG T [%] 0,006333 0,001882 0,0009507 0,0005967
Pomiary idealne, tg = 25
N =100 N =200 N =300 N =400
ERRLSG T [%)] 1,865E-005 1,219E-005 1,082E-005 1,063E-005
ERRLSG T [%)] 0,02357 0,00712 0,003635 0,002299
Pomiary idealne, ty =5 s
N =200 N =400 N =600 N =800
ERRLSGT™ [%)] 2,226E-005 3,325E-005 4,03E-005 4,481E-005
ERRLSG T [%)] 0,009923 0,003914 0,002476 0,00187

Zrédlo: obliczenia wlasne

Bledy aproksymacji modutu relaksacji materiatu B sa dla obu metod pomijalnie mate,
poniewaz czasy tz rozwazane w eksperymencie numerycznym sa wielokrotnie mniejsze niz
czas relaksacji tego materiatu. Dla obu materialdbw zaproponowana metoda gwarantuje
kilka do kilkaset razy lepsze przyblizenie modutu (9) niz metoda Solvari-Malinena. Rysu-
nek 2 ilustruje dla ty = 1s oraz N = 160 przebiegi modutéw relaksaciji G T (t), G2 (t)
oraz G(t) w przedziale czasu [0; 3,75] sekund.

= 9,00E+08 - ----- Metoda Solvari-Malinena
& H
E? Nowa metoda
< 7,00E+08
= T S&e e Modut relaksacji G(t)
-
=
B
S 5,00E+08
3,00E+08 T T T )
. 0 1 2 3 4
Materiat A Czas t [s]

Zrodto: opracowanie wiasne

Rys. 2. Przyblizenia G T3 (t) i 672 (t) modutu relaksacji G(t); material A, pomiary idealne,
tR =1s
Fig. 2. Approximations G (t) and G T2 (t) of the relaxation modulus G (t); material A, noise-

free case, tp =15
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Przyktad 2 — odpornos¢ na zakltocenia. Rozwazmy ponownie materiaty A i B o module
relaksacji (9). Aby przeanalizowaé¢ wplyw zaktocen na wyznaczone przyblizenie modutu
G(t) zaklocenia z(t;) generowano zgodnie z rozktadem normalnym o zerowej warto$ci
$redniej 1 wariancji ro6wnej 5% oraz 10% warto$ci $redniej sygnatu o(t) w przedziale
[0,T]. Eksperyment numeryczny powtérzono n = 100 razy, a wartoSci S$rednie
MERRLSG™ oraz MERRLSG ™ wskaznikow ERRLSG™ oraz ERRLSG ™ zestawio-
no dla materialu A w tabelach 3 (stabsze zaklocenia) oraz 4 (silniejsze zakldcenia). Rysu-
nek 3 ilustruje przyktadowe przebiegi modutdow relaksacji G T3 (t), GT?(t) oraz G(t) dla
zaktocen 5%, rysunek 4 dla zaktocen 10%, rysunek 5 odpowiada zakldceniom 20%; we
wszystkich przypadkach t, = 1sa N = 120.

Tabela 3. Srednie wzgledne bledy aproksymacji modutu relaksacji w nowej metodzie i metodzie
Solvari-Malinena; materiat A, pomiary zaklécone 5%

Table 3. Mean relative errors of the relaxation modulus approximation for the suggested method
and Solvari-Malinen method; material A, weak noises 5%

] Pomiary zaktocone 5%, tp = 1s
Sredni btad wzgledny

N =40 N =80 N =120 | N=160 | N=200 | N =240
MERRLSG™ [%)] 0,04598 0,05876 0,06932 0,1601 0,1612 0,1657
MERRLSGT? [%] 0,8081 0,3061 0,2228 0,3524 0,3529 0,3533

Pomiary zaklocone 5%, tp = 25
N =140 N =80 N=120 | N=160 | N=200 | N =240
MERRLSG ™ [%] 0,06384 0,085 0,1402 0,4439 0,4396 0,4449

MERRLSG ™ [%] 1,006 0,4812 0,4633 1,06 1,093 1,061

Pomiary zaktocone 5%, tp =5 s
N =40 N =80 N=120 | N=160 | N=200 | N =240
MERRLSGT [%)] 0,07213 0,1963 0,3911 1,483 1,507 1,521
MERRLSGT? [%] 1,817 1,249 1,551 4,345 4,427 4,281

Zrédio: obliczenia wlasne

394



Algorytm identyfikacji modutu...

Tabela 4. Srednie wzgledne bledy aproksymacji modutu relaksacji w nowej metodzie i metodzie
Solvari-Malinena; materiat A, pomiary zaklécone 10%

Table 4. Mean relative errors of the relaxation modulus approximation for the suggested method
and Solvari-Malinen method; material A, strong noises 10%

, Pomiary zaktocone 10%, tg = 15
Sredni btad wzgledny
N =140 N=80 | N=120 | N=160 | N =200 | N =240
MERRLSG(T™ [%] 0,06407 0,09932 0,1205 0,3057 0,2971 0,302
MERRLSG™ [%] 0,8229 0,3462 0,3172 0,6462 0,6609 0,6468
Pomiary zaktdcone 10%, tg = 25
N =140 N=80 | N=120 | N=160 | N =200 | N =240
MERRLSG™ [%)] 0,09438| 10,1525 0,257 0,8853 0,8926 0,8722
MERRLSG™? [%] 1,044 0,6089 0,7129 2,076 2,028 2,074
Pomiary zaktocone 10%, tp =5
N =140 N=80 | N=120 | N=160 | N =200 | N =240
MERRLSG T [%] 0,1145 0,3661 0,802 3 3,036 2,947
MERRLSG(™? [%] 1,934 1,706 2,565 8,407 8,25 8,394
Zrédio: obliczenia wlasne
= 9,00E+08 . ----- Metoda Solvari-Malinena
& B
E? \ Nowa metoda
2 7,00E+08 -
- BN Modut relaksacji G(t)
3
20 5,00E+08
3,00E+08 T T T !
0 1 2 3 4
Materiat A, zaktocenia 5% Czas t [s]

Zrodto: opracowanie wilasne

Rys. 3. Przyblizenia ¢T3 (t) i 6T?(t) modutu relaksacji G(t); material A, zaklocenia 5%,
tr=1s

Fig. 3. Approximations ¢T3 (t) and G T2 (t) of the relaxation modulus G(t); material A, weak
noises 5%, tg =1s
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9.00E+08 1%

Metoda Solvari-Malinena

Nowa metoda

Modut relaksacji G(t)

=
B
= \
Z 7.00E+08 -
e
=
3 5.00E+08 -
2 9
3.00E+08
0

Materiat A, zaktocenia 10%

Zrodlo: opracowanie wilasne

Rys. 4. Przyblizenia ¢T3 (t) i 6T (t) modutu relaksacji G(t); materiat A, zaklocenia 10%,
tp=1s
Fig. 4. Approximations G 3 (t) and ¢T?)(t) of the relaxation modulus G (t); material A, strong
noises 10%, tg = 15
= 9,00E+08 . ----- Metoda Solvari-Malinena
5 .
E? Nowa metoda
N
< 7,00E+08 -
oSN e Modut relaksacji G(t)
=
=]
20 5,00E+08 -
3,00E+08 T T T Y
0 1 2 3 4
Materiat A, zaktdcenia 20% Czas t [s]
Zrédlo: opracowanie wlasne
Rys. 5. Przyblizenia 6T (t) i T2 (t) modutu relaksacji G(t); material A, zaklocenia 20%,
tR =1s
Fig. 5. Approximations G T3 (t) and G T2 (t) of the relaxation modulus G(t); material A, very

strong noises 10%, tg =15

Wskazniki MERRLSG ™ oraz MERRLSG ™ moga by¢ traktowane jako miara odpor-
nosci algorytmu na zaktocenia pomiarowe. Dla materiatu A, dla ktorego czas ty jest rzedu
jego czasu relaksacji, wptyw zaktdcen jest istotny, dla zakltdcen silniejszych prawie dwu-
krotnie wigkszy w obu metodach. Ponad dwukrotnie mniejszy niz w metodzie Solvari-
Malinena btad nowej metody ro$nie wraz z liczba punktow probkowania zaréwno dla sta-
bych jak i silnych zaklocen. Jest to konsekwencja rozniczkowej formuly tej metody,
w ktorej wystepuja dwie sktadowe proporcjonalne do pochodnych naprezenia. Odpowiedni
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dobor liczby punktéw probkowania pozwala jednak nawet dla silnych zaktocen 10% zredu-
kowaé $redni blad wzgledny MERRLSG ™) ponizej 0,5%. Odpornos¢ metody na zakloce-
nia potwierdzaja takze przebiegi modeli G (7®)(t) na rysunkach 3-5. Dopiero bardzo silne
zaktécenia 20% powoduja istotne odchylenia wyznaczonego modelu od G(t).

Informacje o wskaznikach MERRLSG ™) oraz MERRLSG ™ dla materiatu B i zakto-
cen 10% zawiera tabela 5. Dla materialu B o dluzszym czasie relaksacji dla t; < 2 s nowa
metoda jest silnie odporna na zakldcenia.

Tabela 5. Srednie wzgledne biedy aproksymacji modutu relaksacji w nowej metodzie i metodzie
Solvari-Malinena; materiat B, pomiary zaktocone 10%

Table 5. Mean relative errors of the relaxation modulus approximation for the suggested method
and Solvari-Malinen method; material B, strong noises 10%

Sredni blad wrgledny Pomiary idealne, tg = 1s

N =200 N = 400 N =600 N =800

MERRLSG™ [%] 0,002994 0,006816 0,008493 0,01268

MERRLSGT? [%] 0,009438 0,009698 0,01616 0,0256
Pomiary idealne, ty = 2 s

N =100 N =200 N =300 N =400

MERRLSG ™ [%] 0,003026 0,006608 0,008592 0,0123

MERRLSG ™ [%)] 0,02641 0,01503 0,01883 0,02699
Pomiary idealne, tz =55

N =200 N =400 N =600 N =800

MERRLSG ™ [%] 0,01766 0,06052 0,1328 0,2371

MERRLSGT? [%] 0,04535 0,133 0,2855 0,501

Zrédio: obliczenia wlasne

Whioski

4. Zaproponowano nowy szybki algorytm identyfikacji modulu relaksacji na podstawie
dyskretnych pomiaré6w naprezenia zgromadzonych w rzeczywistym tescie relaksacji ba-
zujacy na ,trapezoidalnej” metodzie wyprowadzonej w pracy Stankiewicz [2012]. Al-
gorytm jest tatwy do zaimplementowania w dowolnym $rodowisku programistycznym i
zastosowania w trybie on-line w czasie eksperymentu reologicznego.

5. Przeprowadzone badania wskazuja, ze nowa metoda pozwala wyznaczy¢ bardzo dobre
przyblizenie modutu relaksacji i jest odporna na zakldcenia pomiarowe. Pozwala ona
wyznaczy¢ przyblizenia modutu relaksacji w dowolnej chwili czasu — to takze jej zaleta.

6. Opracowana metoda identyfikacji zapewnia lepsze przyblizenie modutu relaksacji niz
nalezaca do tej samej grupy algorytmow metoda Solvari-Malinena, jest tez znaczaco
bardziej odporna na zaktocenia pomiarowe.
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7. Opracowany schemat wyznaczania modutu relaksacji moze znalez¢ zastosowanie do
badania wlasno$ci reologicznych tych materiatow, dla ktorych test relaksacji naprezen
jest waznym zrodtem informacji empirycznej, przyktadowo: peletéw [Czachor 2010],
tworzyw biodegradowalnych [Figiel 2008], zeli stosowanych w przemysle spozywczym
[Jakubczyk i Kaminska 2007] oraz owocow i warzyw [Gotacki i Stropek 2001, 2002].
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Algorytm identyfikacji modutu...

ALGORITHM OF RELAXATION MODULUS
IDENTIFICATION USING STRESS MEASUREMENTS
FROM THE REAL TEST OF RELAXATION

Abstract. The paper suggests a new fast scheme for approximate identification of linear relaxation
modulus of viscoelastic materials on the basis of the stress data from ramp-tests where a time-variable
strain rate is followed by a constant strain. Approximation of the relaxation modulus in successive
time instants is determined on the basis of the stress and stress derivative measurements in only two
appropriately chosen sampling points. The method is verified with numerical simulations conducted
for KWW (Kohlrausch, Williams and Watts) relaxation modulus. The numerical studies confirm the
results of theoretical analysis and prove that this method ensures better approximation of the relaxa-
tion modulus and stress modulus than Solvari-Malinen method. Moreover the algorithm is more
resistant to disturbances than Solvari-Malinen scheme.

Key words: stress relaxation test, ramp-strain history, relaxation modulus, identification method
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