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IDENTYFIKACJA SPEKTRUM RELAKSACJI
METODA MOMENTOW: WLASNOSCI | ZASTOSOWANIA

Anna Stankiewicz
Katedra Podstaw Techniki, Uniwersytet Przyrodniczy w Lublinie

Streszczenie. W pracy [Stankiewicz 2009] przedstawiono metod¢ wyznaczania spektrum re-
laksacji na podstawie dyskretnych, zakloconych pomiaréw modutu relaksacji zgromadzonych
w standardowym tescie relaksacji naprgzen, w ktorej model spektrum dobierany jest tak, aby
zapewni¢ najlepsze jego wygtadzenie przy réwnoczesnym odtworzeniu pomiaréw modutu
relaksacji. W tej pracy zbadano wlasnosci teoretyczne metody, w szczegdlnosci przeanalizo-
wano wpltyw zakltdcen na wyznaczony model spektrum i pokazano, ze jego wygtadzenie za-
lezy zaréwno od planu eksperymentu jak i od wyznaczonych pomiar6w modutu relaksacji.
Zaproponowano modyfikacj¢ algorytmu dla przypadku, gdy warto§¢ ustalona modutu relak-
sacji jest niezerowa oraz wyprowadzono prosta formut¢ rekurencyjna. Podano takze przyktad
jej zastosowania do wyznaczenia spektrum relaksacji probki buraka cukrowego.

Stowa kluczowe: lepkosprezystos¢, spektrum relaksacji, identyfikacja, optymalne wygtadze-
nie modelu, burak cukrowy

Wstep

Wielu autoréw [Christensen 1971; Brabec i in. 1997; Anderssen i Loy 2002] zwraca
uwage na to, iz petna informacje o wlasnos$ciach mechanicznych materiatow lepkosprezys-
tych niesie ich spektrum relaksacji. Znajac spektrum relaksacji mozna wyznaczy¢ inne,
powszechnie stosowane w obliczeniach inzynierskich, charakterystyki materiatowe. Spek-
trum relaksacji nie jest wprost dostgpne pomiarowo, musi wigc by¢ wyznaczane w oparciu
o charakterystyki pomiarowo dostgpne. Jest to jeden z klasycznych probleméw reologii.

W pracy rozwaza si¢ zadanie identyfikacji spektrum relaksacji materiatow liniowo lep-
kosprezystych na podstawie dyskretnych, zakldconych pomiar6w modutu relaksacji zgro-
madzonych w standardowym tescie relaksacji naprezen. W pracy [Stankiewicz 2009] za-
proponowano metode wyznaczania spektrum relaksacji na podstawie dyskretnych,
zaktdconych pomiaréw modutu relaksacji zgromadzonych w standardowym tescie relaksa-
cji naprezen, w ktorej model spektrum dobierany jest tak, aby zapewni¢ najlepsze jego
wygtadzenie przy rownoczesnym odtworzeniu pomiaréw modulu relaksacji. Analiza wla-
sno$ci metody oraz przyktad jej zastosowania do identyfikacji spektrum relaksacji rzeczy-
wistego materiatu roslinnego jest przedmiotem tej pracy.
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Identyfikacja spektrum relaksacji metoda momentéw

W reologii powszechnie przyjmuje si¢, ze modut relaksacji G(t) posiada catkowa re-
prezentacje postaci [Christensen 1971]:

GO)=[HEW)eav, n

gdzie nieujemna funkcja H (V) nazywana jest spektrum czgstotliwosci relaksacji, a V
oznacza czgstotliwosc relaksacji. Bedziemy zakladaé, ze rzeczywiste spektrum czgstotliwo-
$ci relaksacji H (V) jest catkowicie nieznane, natomiast modut relaksacji G () jest do-

stgpny pomiarowo. Modut relaksacji G(t ) bedziemy przybliza¢ modelem:
G, = [H, e av. @
0

gdzie H, (V) jest modelem spektrum relaksacji. Bedziemy zaktada¢, ze przeprowadzono
test relaksacji naprezen, ktorego rezultatem jest zbidor pomiardw modutu relaksacji
5(4): G(t[)+ Z(t,.) w chwilach czasu ¢, 20, i=1,...,N, gdzie Z(t‘.) jest addytywnym
bledem pomiarowym. Problem identyfikacji spektrum relaksacji H (V) metoda momentow
polega na doborze modelu H |, (V) w klasie funkcji catkowalnych z kwadratem L’ [0,00)

minimalizujacego kryterium identyfikacji

||HM (}| = ‘!.HM (v)dv - HMK?[W) 3)
przy ograniczeniach
G)=[H, 0 av, i=1..N. )
0

Rozwiazanie zadania (3)-(4) istnieje, optymalny model spektrum relaksacji dany jest
formuta [Stankiewicz 2009]:

H,,)=G o], [). s)
gdzie wektor pomiarow modutu relaksacji EN = [E(Z1 ) . E(tN )]T , funkcja wektorowa
o, (v) = [ef"" ooew ]T , a macierz

T 1
o, =| [ erera| |-
0 NXN tl+tf NxN
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Jest on jednoznacznym, ciaglym zaréwno wzgledem czgstotliwosci relaksacji v jak

i danych zadania {t[.,C_? (t )} i najlepiej wygtadzonym modelem spektrum relaksacji w kla-

sie funkcji catkowalnych z kwadratem spetniajacym ograniczenia (4), czyli gwarantujacym
odtworzenie pomiaréw modutu relaksacji.

Formuta algebraiczna

Jesli rozktad SVD (ang. Singular Value Decomposition) macierzy @, przyjmuje postaé
o =VEV', (6)

gdzie X=diag (0,,--.,6 N )E R™ jest macierza utworzona z wartos$ci szczegdlnych
O},...,0y macierzy @, za§ V' € R™ jest macierza ortogonalna, to optymalny model

spektrum relaksacji na podstawie (5) i (6) dany jest formuta
H,,0)=G/ V'V g,0), ()

gdzie N X N wymiarowa macierz diagonalna¥ ™' = diag(l/ G,,...1/ GN).

Wygtadzenie spektrum relaksacji

Minimalizowany w (3) wskaznik
I, = _[H ()av
o
jest miarg wygtadzenia spektrum relaksacji. Na podstawie (5) wskaznik ten jest rowny
1, =[G 00, 0)0,6) 0! G.dv=G .0, ()o, (Vv 0. G,
A A ,
a stad, uwzgledniajac definicj¢ macierzy @, i wektora @, (v), otrzymujemy formute
1,=G/®]G,,

ktora, wykorzystujac wzor @D =V E'V', mozna przedstawi¢ w réwnowaznej

postaci:
Stad uwzgledniajac diagonalng strukture macierzy 2 -1 natychmiast otrzymujemy
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I, =ZW‘.2/G,.’ ®)

gdzie w= [wl Wy, ]T = VT(_?N . Na podstawie (8) zachodza oszacowania

S wifo, <1,< Y wio, )

gdzie O] to najwigksza, a Oy to najmniejsza warto$¢ szczegdlna macierzy @, . Poniewaz

N N —_ f— f— J—
dla ortogonalnej macierzy V zachodzi réwnoéé ch w =ww=G, VWG, =G, G,,
nierownosci (9) przyjmuja ostatecznie postac

EIJC_;N/GI SI/\/ S EIJGV/GN * (10)

Réwnosé (8) i oszacowanie (10) wskazuja, ze wygtadzenie spektrum relaksacji zalezy

zarowno od wynikow eksperymentu G, , jak i od planu eksperymentu, czyli doboru

punktow pomiarowych decydujacych o warto$ciach szczegdlnych macierzy @, .

Wpltyw zaklocen
Niech
H, (v)=G] @9, (v) (11)

bedzie przyblizeniem spektrum relaksacji, jakie uzyskalibySmy na podstawie idealnych
pomiaréw modutu relaksacji G, = [G(tl) G(tN )]T . Z (11) i (5) natychmiast wynika,

7e
H,,0)-H,,v)=G ®)p,)-G, @ 0, )=z ). (12)
)

gdzie wektor zaklocen z, = [Z(Z z(tN )] Stad, uwzgledniajac ponownie definicjg

macierzy @, i wektora @, (v) , kwadratowy btad calkowy mozna przedstawi¢ jako
I = [, @ -, Ol dv= [zl 00, Qo @) 2z, dv=2 D)z, (13)
0 0
lub wykorzystujac ponownie rozktad SVD (6) w postaci

J’V = 3 l2 ti Gl
=30y »
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Identyfikacja spektrum relaksacji...

Wobec réwnosci (12)-(14) oraz ciagtosci funkeji H (v) i H,, (v) wzgledem czgstotli-
wosci relaksacji spektrum H (v) dazy do modelu H,, (v), jaki uzyskaliby$my dla po-

miarow idealnych liniowo ze wzglgdu na zaklocenia z,, gdy z, — 0.
Algorytm rekurencyjny

Poniewaz macierz @, , mozna przedstawi¢ w postaci

1

D 0,

N

o =
N+ T SINHLY S, INHLY 5
0, J e e dy

0

gdzie wektor

T T
( : T v v 1 1
o, = Je"'”e"”*"dv je"‘“e"“‘dv = ,
tl + t/\‘+l tN + trv+l

0 0

na podstawie znanego wzoru na odwracanie macierzy blokowych [Kaczorek 1998, Twier-
dzenie 1.28]dla N +1 mamy

o _[cb; +B@0.0/@,” —B;cb,v'm},
-Boj@; B.

N+1

N+1

gdzie B, = j;”‘v“‘”e”*‘*“dv—q);(l);'q)_v. Wobec dodatniej okre§lonosci macierzy @
0

parametr BN > 0 * POnieWaZ ENH = [ENT E(ZNH ):IT a ¢N+1 (V): [¢]Y\; (V) e_tNJrlv]T >

przyblizenie spektrum relaksacji wyznaczone na podstawie N +1 pomiaréw dane jest

wzorem

HM,N+1 (V) = HMN (V)+ B;I lc_;mr q),;/1¢,v - E(t;vﬂ ) [¢,\Tq);v]¢1v (V)— e_/NHv] :

Modyfikacja

Dla wielu materiatow o wtasnosciach lepkosprezystych, w tym dla materiatéw pocho-
dzenia roélinnego /lim,__ G(t)= G_ >0 (por. [Stankiewicz 2007; Stankiewicz i Gotacki

2008]). Jest tak rowniez dla badanej ponizej probki buraka cukrowego. Wobec tego
w miejsce klasycznego modelu (2) dogodnie jest rozpatrywac model rozszerzony postaci:

G,0=[ 1,0k av+G.
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Zadanie wyznaczenia modelu spektrum relaksacji H,, () klasy L’ [0,00) 0 najmniejszej
normie przyjmuje wowczas nastepujaca postac:

H,v)dv — min

! M() Hyy (a1 [0,0) (15)

Goa 20

przy ograniczeniach

(_?(t,>=J;HM Ve dv+G., i=1,..N. (16)

Podobnie jak w przypadku zadania oryginalnego (3), (4), istnienie rozwigzania zadania
(15), (16) wynika natychmiast z wypuklosci wskaznika kwadratowego (15) oraz liniowosci
ograniczen rownosciowych (16). Rozwiazanie to jest jednoznaczne, mozna je wyznaczy¢
metoda mnoznikow Lagrange’a, dane jest ono formula:

H,.0)=4p,0)=[G-G.1" kb g, (v). (17)
gdzie wektor mnoznikéw Lagrange’a,
A, =0.1G,-G 1], (18)

1 jest N wymiarowym wektorem o elementach jednostkowych, a optymalna warto$¢
ustalona modutu relaksacji dana jest wzorem:

o' 1'®'G, gdv 1'®!'G,>0
G = ’ ” ' , (19)
0 w przeciwnym przypadku
gdzie stata o, =1"D'1>0.

Spektrum relaksaciji prébki buraka cukrowego

W tym punkcie wyznaczymy spektrum czgstotliwosci relaksacji probki rzeczywistego
materiatu roslinnego — buraka cukrowego odmiany Janus - na podstawie danych zgroma-
dzonych eksperymentalnie przez Gotackiego [Gotacki 2002]. Przyjgcie modelu liniowo
lepkosprezystego do opisu mechanicznych wilasnosci probek badanego materiatu uzasad-
niaja wyniki badan prezentowane w wielu pracach, np. [Bzowska-Bakalarz 1994; Gotacki
2002]. Walcowa probke o Srednicy i wysokosci 20 mm poddano ztozonemu z dwu faz
testowi relaksacji napre¢zen [Rao 1999] w warunkach stanu jednoosiowego odksztatcenia -
probke umieszczono w stalowym cylindrze uniemozliwiajacym jej boczne odksztatcenie
i odksztatcano w pierwszej fazie testu poprzez przesuwanie ttoka z predkoscia 0.5 m-s™, az

do osiagnigcia zalozonej statej wartosci odksztatcenia €, = 0.04 utrzymywanego w dru-
giej fazie testu. Zmienna w czasie sile reakcji probki rejestrowano przez 100 s w 40000

punktach pomiarowych ze statym okresem probkowania At =0.0025 5. Do identyfikacji
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spektrum relaksacji wybrano 1164 punkty pomiarowe, pierwsze 200 co At = 0.0025 s na
odcinku czasu 0<¢<0.5 s, kolejne 964 punktow z okresem probkowania Af, =0.1s na
odcinku czasu 0.5<¢<97s. Na podstawie wybranych pomiaréw sity reakcji badanej

probki wyznaczono pomiary modutu relaksacji {(_?(tl. )} W literaturze znanych jest kilka

algorytméw wyznaczania modutu relaksacji na podstawie pomiaréw naprezenia. Tu zasto-
sowano zmodyfikowany w pracy [Stankiewicz 2007] algorytm Zapasa i Crafta [Zapas
i Phillips 1971]

G(t):M dla t>t, /2,
&P

gdzie F (Z) jest zarejestrowana doswiadczalnie sita reakcji probki, £, to rzeczywisty
czas, dla ktorego zarejestrowana doswiadczalnie sita reakcji probki przyjmuje wartosc¢

maksymalna, a p oznacza pole przekroju poprzecznego probki. Dla badanej probki

tm,reu/
fikowany schemat obliczen (17)-(19); optymalna warto$¢ ustalona modutu relaksacji
G_ =9.70543 MPa , przebieg wyznaczonego spektrum relaksacji przedstawia rysunek 2.

=0.0125 5. Pomiary modutu relaksacji przedstawia rysunek 1. Zastosowano zmody-

20 \ I
02 .
o 0.0295 5.1669
QE; 10 H#
A
:§ n ‘\ ~ /
E L ,//’// f | \ |
0 T
_qé) \J
& \ \ \ \ \ \
0.0001 0.001  0.01 0.1 1 10 100

Czestotliwosé relaksacii [s” ]

Rys. 1. Pomiary modutu relaksacji (_;(l ) — probka buraka cukrowego

i

Fig. 1. The relaxation modulus measurements 6(1 k) - sample of beet sugar root
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Rys. 2. Spektrum czestotliwosci relaksacji H . (V) probki buraka cukrowego

Fig. 2. Relaxation frequencies spectrum . (V) of a sample of beet sugar root

Uwagi koncowe

1.

Wtasnosci metody, w tym jakos¢ wygladzenia spektrum relaksacji, zaleza zardéwno od
planu eksperymentu, czyli doboru punktow probkowania modutu relaksacji jak i od
wynikéw eksperymentu.

Mozna takze pokazal, ze jesli rzeczywiste spektrum relaksacji lezy w przyjetej klasie
modeli, czyli jest kombinacja liniowa funkcji wyktadniczych e™,...,e™", a jego po-
miary nie sg obcigzone zaktoéceniami, to algorytm ten gwarantuje jednoznaczne wyzna-
czenie rzeczywistego spektrum, czyli zapewniata jego identyfikowalnosc.
Zaproponowana metoda jest na tyle ogolna, ze moze znalez¢ zastosowanie do badania
wlasnosci mechanicznych cial lepkosprezystych zaréwno statych jak i ptynnych.
Macierz Gramma @, jest nieosobliwa dla dowolnego planu eksperymentu, jednak

w praktyce dla wielu planow eksperymentu moze by¢ ona Zle uwarunkowana, a to oznacza,
ze niewielkie fluktuacje danych pomiarowych moga jednak powodowaé istotne fluktuacje
uzyskanego rozwiazania. Przedstawiona w tej pracy metoda wygtadzania spektrum relaksa-
¢ji wymaga wowczas modyfikacji, moze by¢ ona przedmiotem dalszych badan.
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IDENTIFICATION OF THE RELAXATION SPECTRUM
BY MOMENT METHOD APPROACH: THEORETICAL
PROPERTIES AND APPLICATION

Abstract. The paper deals with the problem of recovery of continuous relaxation spectrum from
discrete-time noise corrupted measurements of relaxation modulus obtained in stress relaxation test.
A new robust identification algorithm is discussed in which the best smoothing of the model is
achieved together with simultaneous interpolation of the relaxation modulus measurements. It is
proved that the smoothing of the resulting relaxation spectrum model depends both on the proper
selection of the measurement points as well as on the experiment results. It is also proved that the
accuracy of the spectrum approximation depends linearly on measurement noises. A useful modifica-
tion of the scheme is proposed for the case when the equilibrium stress modulus is non-zero and
simple recursive formula is derived. The method is general enough to cover both viscoelastic solids
and liquids. The effectiveness of the method is demonstrated through the computation of the relaxa-
tion spectrum of the beet sugar root sample in the state of the uniaxial strain.

Key words: viscoelasticity, relaxation spectrum, identification algorithm, optimal model smoothing,
beet sugar root
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