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Streszczenie. W pracy zaproponowano metodg identyfikacji spektrum relaksacji na podsta-
wie dyskretnych, zaktéconych pomiaréw modutu relaksacji zgromadzonych w tescie relaksa-
cji naprezen, w ktorej model spektrum dobierany jest tak, aby zapewni¢ najlepsze jego wy-
gladzenie przy rownoczesnym odtworzeniu pomiaréw modulu relaksacji. W obliczeniach
numerycznych algorytmu zastosowano technikg¢ dekompozycji macierzy wzgledem wartosci
szczegdlnych. Podano wyniki badan numerycznych wlasnosci asymptotycznych algorytmu
oraz wplywu zakldcen na wyznaczony model. Analiza wlasnos$ci teoretycznych metody
i przyktad jej zastosowania do wyznaczenia spektrum relaksacji rzeczywistego materialu po-
chodzenia ro$linnego bedzie przedmiotem nast¢pnej pracy.

Stowa kluczowe: lepkosprezystose, spektrum relaksacji, identyfikacja, problem zle posta-
wiony, optymalne wygtadzenie modelu

Wstep

Do opisu materialow pochodzenia biologicznego, w szczegdlnosci warzyw i owocow,
juz od ponad trzydziestu lat skutecznie stosowane sa modele reologiczne [Rao 1999].
Wigkszos$¢ sposréd modeli konstytutywnych materiatdw biologicznych stanowia modele
lepkosprezyste dobrze opisujace zwiazki migdzy odksztalceniem a naprezeniem [Chen
1994; Rao 1999; Gotacki 2001]. Pelna informacj¢ o wlasnosciach mechanicznych materia-
Iow lepkosprezystych niesie ich spektrum relaksacji [Christensen 1971; Anderssen i Loy
2002]. Jego znajomos$¢ ma wigc fundamentalne znaczenie dla modelowania zachowan
mechanicznych badanych materialdéw podczas deformacji i ptynigcia. Spektrum relaksacji
jest uzytecznym i waznym narzgdziem badania materiatéw lepkosprgzystych, poniewaz na
jego podstawie mozna wyznaczy¢ dowolne inne liniowe charakterystyki opisujace materialy,
w szczegblnosci te, ktore sa najczesciej wykorzystywane w obliczeniach inzynierskich, czyli
wspoétczynnik lepkosci, modut Younga, wspotczynnik Poissona oraz moduty odksztatcenia
postaciowego i objgtosciowego.

Spektrum relaksacji nie jest jednak wprost dostgpne pomiarowo, musi wigc by¢ wyzna-
czane w oparciu o charakterystyki pomiarowo dostgpne. Dla wysoko uwodnionych mate-
riatbw pochodzenia roslinnego podstawowym zrodtem informacji empirycznej o ich wia-
snosciach mechanicznych jest przeprowadzany w dziedzinie czasu test relaksacji naprg¢zen
[Rao 1999].
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Zadanie identyfikacji spektrum relaksacji materiatdéw liniowo lepkosprezystych jest zle
postawionym problemem odwrotnym [Stankiewicz 2007], jego rozwiazanie (jesli istnieje)
jest nieciagte wzgledem danych zadania, co oznacza, ze nawet bardzo male wahania da-
nych (w tym niewielkie zaktécenia) moga powodowac bardzo duze fluktuacje rozwiazania.
Identyfikacja spektrum relaksacji wymaga wigc stosowania specjalnych metod. W ciagu
ostatnich kilku lat powstato wiele metod optymalnej identyfikacji spektrum czgstotliwosci
i czasow relaksacji bazujacych na rozwinigciu nieznanego spektrum w skonczony szereg
funkcyjny, przyktadowo [Stankiewicz 2003, 2004, 2005, 2007] i prace tam cytowane. Dla
zapewnienia dobrego uwarunkowania zadania w algorytmach tych zastosowano klasyczna na
gruncie teorii problemow zle postawionych technike regularyzacji, polegajaca na takiej mo-
dyfikacji zadania oryginalnego, ktora prowadzi do zadania dobrze postawionego o rozwia-
zaniu mozliwie bliskim rozwigzania zadania wyj$ciowego. Podejscie takie zapewnia wy-
gladzenie wyznaczonego spektrum relaksacji.

W tej pracy zaproponowano metode identyfikacji spektrum relaksacji na podstawie
dyskretnych, zaktoconych pomiaré6w modutu relaksacji zgromadzonych w standardowym
tescie relaksacji naprezen, w ktorej model spektrum dobierany jest tak, aby zapewni¢ naj-
lepsze jego wygladzenie przy rownoczesnym odtworzeniu pomiaréw modutu relaksacji.

Spektrum relaksaciji i jego model

W reologii powszechnie przyjmuje si¢, ze modut relaksacji G(t), nazywany takze mo-
dutem Boltzmanna, posiada catkowa reprezentacjg postaci [Christensen 1971]

0= [HW)e"av, m

gdzie nieujemna funkcja H (V) nazywana jest spektrum czgstotliwosci relaksacji, a v

oznacza czgstotliwo$¢ relaksacji. Wzor (1) wielu autoréow traktuje jako wzor definicyjny
spektrum relaksacji [Rao 1999; Anderssen i Loy 2002]. Bedziemy zaktadaé, Ze istnieje

rzeczywiste spektrum czgstotliwosci relaksacji H (V) (warunki jego istnienia podano w
[Stankiewicz 2007]), jest ono calkowicie nieznane, natomiast modut relaksacji G(t) jest
dostgpny pomiarowo. Modut G(t) bedziemy przybliza¢ modelem

G, 0= [H,()e av, @
0
gdzie H, (V) jest modelem spektrum relaksacji.

Identyfikacja spektrum relaksacji

Bedziemy zaktada¢, ze przeprowadzono skonczony eksperyment dyskretny (test relak-
sacji naprezen) i wyznaczono pomiary modutu relaksacji G (t‘.)= G(tt )+ z(t,,) w chwilach
czasu t, 20, i=1,...,N, gdzie Z(t) jest addytywnym bledem pomiarowym. Klasyczny

i

problem optymalnej identyfikacji spektrum relaksacji H (V) polega na takim doborze modelu
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H, (V), aby model G, (t) przyblizat dane eksperymentalne {G (t,. )} jak najlepiej w sensie
przyjetego wskaznika jakosci modelu. Jako miare doktadnosci modelu spektrum zazwyczaj
przyjmuje si¢ wskaznik kwadratowy. Zadanie identyfikacji polega wowczas na wyznacze-
niu modelu (2) minimalizujacego sum¢ kwadratow bledow modelu we wszystkich punk-
tach pomiarowych

QN[HM()]=i EO-6.0] > min

HM(kLZ[O,w). (3)

Generalnie, zadanie to w przestrzeni funkcji catkowalnych z kwadratem [ [0,00) nie
posiada rozwiagzania. Problem optymalizacji (3) mozna rozwiazac, jesli ograniczymy zbior
rozwiazan dopuszczalnych do pewnego podzbioru przestrzeni L’ [0,00), np. podprzestrzeni

liniowej generowanej przez skonczone uktady funkcji bazowych (por. [Stankiewicz 2003,
2004, 2005]). Jednak nawet wowczas zadanie to z reguly nie posiada rozwiazania jedno-
znacznego, jest wigc nadal zadaniem zle postawionym i nawet niewielkie zaktdcenia moga
powodowac¢ katastrofalne fluktuacje wyznaczonego modelu spektrum relaksacji. Ilustruje
to nastgpujacy przyktad.

Przykiad 1 - motywacja

Dany jest materiat liniowo lepkosprgzysty, ktorego spektrum czgstotliwosci relaksacji
opisuje rozktad Gaussa

1 >
HW)= e—(v—zo)—/n
Omme @
Modut relaksacji tego materiatu (_;(t) = G(t)+ z(l‘) z zakloceniami pomiarowymi z(¢)
o rozkladzie jednostajnym w przedziale [— 0.025,0.025] Pa sprobkowano w N =200
punktach ze staltym okresem probkowania At =0.0025 5. Zbior rozwiazan dopuszczal-

nych ograniczono do podprzestrzeni liniowej generowanej przez uktad K =10 funkcji
bazowych Laguerre’a, co zredukowalo oryginalny problem optymalizacji dynamicznej (3)
do statycznego zadania liniowo-kwadratowego (por. [Stankiewicz 2007]). Rozwiazanie
tego zadania jest jednak nadal niejednoznaczne, sposrod jego nieskonczenie wielu rozwia-
zan wybrano rozwigzanie normalne, czyli rozwiazanie o najmniejszej normie euklidesowej.
W przypadku ortogonalnych funkcji bazowych oznacza to wyznaczenie spektrum minima-

lizujacego  wskaznik O, [H y ( )] 0 najmniejszej normie. Juz warto§¢ normy
||H Y ||2 =6.519-10" sygnalizuje ,,rozmiar” fluktuacji rozwiazania, lepiej ilustruje to rysu-
nek 1, na ktéorym przedstawiono rzeczywiste spektrum relaksacji H (V) (4) oraz jego mo-

del H,,(v), dla ktérego zastosowano mnoznik 107" .
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Rys. 1. Rzeczywiste spektrum relaksacji H (V) (4) oraz jego model H |, (V)

Fig. 1. Relaxation spectrum F (V) (4) (solid line) and the model H , (V) (dash line)

Klasycznym antidotum jest w takiej sytuacji regularyzacja problemu. Podejscie takie
zostalo zastosowane w wielu poprzednich pracach autorki, przyktadowo [Stankiewicz
2003, 2004, 2005, 2007]. Przy odpowiednim doborze techniki regularyzacji pozwala ono
skutecznie zniwelowa¢ fluktuacje modelu spektrum relaksacji. W nastgpnym punkcie zo-
stanie sformutowany i rozwiazany problem bezposredniego wygladzenia fluktuacji modelu
spektrum relaksacji.

Wygtadzenie spektrum relaksacji — postawienie problemu
Nalezy wyznaczy¢ funkcje H,, () klasy L’ [0,00) minimalizujaca catkowe kryterium
identyfikacji

|, O = JH CJdv - min )

przy ograniczeniach

(_?(t,. ): JHM (v)e”"’dv, i=1...,N
0 . (6)
Spektrum relaksacji stanowiace rozwiazanie zadania (5), (6) to spektrum o najmniejszej

normie, czyli najbardziej wygladzone w klasie funkcji calkowalnych z kwadratem, ktore
réwnoczesnie gwarantuje odtworzenie pomiaréw modutu relaksacji.
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Rozwiazanie

Istnienie rozwiazania zadania (5), (6) wynika natychmiast z wypuklosci wskaznika
kwadratowego (5) oraz liniowoS$ci ograniczen rowno$ciowych (6). Ze znanego na gruncie
rachunku wariacyjnego twierdzenia Eulera-Lagrange’a [Lawrynowicz 1977, twierdzenie
1.7] wynika istnienie liczb rzeczywistych (mnoznikéw Lagrange’a) A, ... A, takich,
ze — oprocz ograniczen réwnosciowych zadania (6) — spelnione jest réwnanie Eulera-
Lagrange’a:

N

N
H,()-Y e =0. ()
Podstawiajac H ,, (v) dane rownaniem (7) do (6) otrzymujemy uktad rownan

C_?(t[ ): Iﬁxje*’f" edy, 1= L...N ’

ktéry definiujac wektor mnoznikéw Lagrange’a A, = [7»

7 . ,
1 A, |, wektor pomiaréw

modutu relaksacji G, = [C_? (tl) C_?(tN )]7 oraz N X N wymiarowq macierz, ktora w i-

—jv

tym wierszu i j-tej kolumnie ma elementj eedv, ezyli

0

D, =|:J. e"‘”e_”"dv] =|: ! :|
A 0 NXN ti+lf NxN

mozna zapisa¢ w dogodnej postaci:

) ®)

G, =D .4,. ©)

Macierz Gramma @, jest nieosobliwa, poniewaz funkcje bazowe jadra Laplace’a

—1y

e ... e

—tyv

sa liniowo niezalezne. Istnieje wigc rozwiazanie uktadu rownan (9), jest ono
jednoznaczne i dane wzorem A, =@ 5V Stad, na podstawie (8) model optymalny jest
nastgpujacy

N
B o
HM.JV (V)— zkie s
i=1
lub réownowaznie w postaci wektorowej

H,,0)=2¢,0)=G, ®/p(v), (10)
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gdzie funkcja wektorowa @, (v)=[e”"' e”"”]r. Model optymalny (10) jest wigc
kombinacja liniowa — ze wspotczynnikami /11 o A N - bazowych funkcji wyktadni-

—t —t . . . .
czych e ..M Jest on jednoznacznym, ciagtym zaréwno wzgledem czestotliwo-

$ci relaksacji v jak i danych zadania {4,5(4 )} 1 najlepiej wygtadzonym modelem spek-
trum relaksacji w klasie funkcji catkowalnych z kwadratem spetniajacym ograniczenia (6).

Podstawy algebraiczne algorytmu

Do konstrukeji algorytmu numerycznego wyznaczania spektrum relaksacji zastosujemy
technik¢ dekompozycji macierzy wzgledem wartosci szczegolnych (ang. Singular Value
Decomposition SVD). Niech rozktad SVD symetrycznej macierzy @, przyjmuje postaé

o =VEIV', (11)

gdzie sziag(cl,...,cw)e R™ jest macierza utworzona z wartosci szczegdlnych

G,...,0, macierzy ® , za§ V €R"™ jest macierza ortogonalna. Optymalny model

N

spektrum relaksacji na podstawie (10) i (11) dany jest formuta
H,W)=G V="V o) (12)
gdzie £ jest N X N wymiarowa macierza diagonalna

3" = diag(l/s, ,...,1/5,). (13)

Rozktad SVD macierzy @, jest z obliczeniowego punktu widzenia najbardziej czaso-

chtonnym 1 ,,pamieciochtonnym” krokiem algorytmu. Procedury SVD sa dostepne w po-
staci zoptymalizowanych, gotowych do uzycia procedur numerycznych w popularnych dzi$
pakietach oprogramowania (przyktadowo: svd(4) w Mathcad 7.0, [U,S, V]=svd(4) w Ma-
tlab 6.5).

Macierz @, zalezy od doboru punktow probkowania modutu relaksacji, nie zalezy

natomiast od wynikéw eksperymentu. Oznacza to, ze przy wielokrotnym powtarzaniu
schematu identyfikacji dla kolejnych probek badanego materialu wyznaczanie macierzy
@ nie musi by¢ powtarzane (o ile zostana zachowane te same punkty pomiarowe).

Schemat identyfikacji

Ciagtle spektrum relaksacji mozna wyznaczy¢ stosujac nastgpujacy algorytm.
1. Przeprowadz eksperyment (test relaksacji naprezen) i zgromadz pomiary G(t,) mo-

dutu relaksacji w chwilach czasu ¢, 20 , i=1,...,N .
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2. Oblicz macierz @, (8) i wyznacz jej rozklad SVD (11) oraz macierz >t (13).

3. Wyznacz spektrum czgstotliwosci relaksacji H (v) dane wzorem (12).

Przykiad 2

Rozwazmy ponownie materiat liniowo lepkosprezysty o spektrum czestotliwosci relak-
sacji danym rozktadem Gaussa (4), dla ktorego przeprowadzono eksperyment opisany
powyzej. Najlepiej wygladzone spektrum relaksacji wyznaczone w oparciu o zapropono-
wany schemat identyfikacji przedstawia rysunek 2. Miarg jego wygladzenia jest norma

[,

, = 01989, podezas gdy dla , rzeczywistego” spektrum relaksacji (4) ||H ||2 =02391.

0.06
H(v)

'g [Pa-s]
§ 0.04
N
g
S Hyy0)0.02
% M,N .
= [Pa-s]

0 10 20 30 40
Czestotliwos¢ relaksacji v [s'l]
Rys. 2. Spektrum relaksacji H (V) (4) oraz jego najlepiej wygtadzony model H . (V)
Fig. 2. Relaxation spectrum H (V) (4) and the best smoothed model H v (V)

Wyniki badan eksperymentalnych - eksperyment numeryczny

" Eksperyment przeprowadzono dla spektrum relaksacji opisanego rozktadem Gaussa (4).
Zbadano zar6wno wlasnosci asymptotyczne algorytmu, jak i wpltyw zaklécen na wyzna-
czony model. Zastosowano schemat obliczen algebraicznych wykorzystujacy rozktad SVD

macierzy @, (11). Punkty pomiarowe #; generowano ze statym krokiem prébkowania w
skonczonym przedziale czasu [0,0.05] s . Eksperyment powtdrzono n =100 razy gene-
rujac zaktocenia {z} niezaleznie zgodnie z rozktadem jednostajnym w przedziale [— h,h]
dla 2 =0.0005,0.001,0.005,0.01,0.02 Pa i N =50,100,200,500,1000. #=0.01 Pa to

1%6 warto$ci maksymalnej sygnatu G(t), a h=0.0005 Pa to ok. 1% wartosci $redniej
tego sygnatu. Aby oceni¢ jako$¢ wygladzenia modelu spektrum relaksacji wyznaczono
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zalezny od liczby pomiarow N i wariancji zaklocen ©° wskaznik wygladzenia zdefinio-
wany dla proby n elementowej jako:

I(N,6*)= %i ]HMM v)av. (14)

gdzie H,,, (v) jest przyblizeniem spektrum relaksacji wyznaczonym przy j—fym powto-
rzeniu eksperymentu dla danego N oraz danej wariancji zaktécen ¢°, j=1,...,n. Sy-

mulowane tu zaktocenia sa nawet silniejsze niz rzeczywiste zakldcenia pomiarowe reje-
strowane zazwyczaj dla materiatdw roslinnych. Przyktadowo zaktocenia dla analizowanych
w [Stankiewicz 2007] probek buraka cukrowego nie przekraczaty 0.8% warto$ci maksy-

malnej sygnatu G(t) i 0.7% wartoS$ci $redniej tego sygnatu. Zalezno$¢ wskaznika (14) od
N oraz G’ przedstawia rysunek 3, na ktorym zaznaczono takze warto$é wskaznika

L= H()dv.

0

1(no?)
o2 =833-10"%
s ©o° S 0.06 [
02 =333:10
0?2 =833-107°
—— 0.055
0?=333-107°
_.Q._
0?=133-10"* 0.05 -
eee \ \ \ \ \

0 200 400 600 800 1000
Liczba pomiarow N
Rys. 3. Wskaznik [ (N, (o] 2) w funkcji liczby pomiaréw i wariancji zaklocen

Fig. 3. The index [ (N, o 2) as a function of the number of measurements and the variance of
noises

Wskaznik [ (N, 02) zalezy zarowno od samych zaktdcen (ich wariancji) jak i od macie-
rzy @, (czyli w szczegdlnoscei od liczby pomiardow). Zbyt mato pomiarow dyskwalifikuje
algorytm, ale juz N =200 jest satysfakcjonujace (por. przyktad przedstawiony powyzej).

W rozwazanym przyktadzie metoda powoduje takze zbyt silne wygladzenie spektrum re-
laksacji dla niewielkich zaktocen.
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Uwagi koncowe

1. Idea techniki regularyzacji sigga do istoty problemu zle postawionego — braku jedno-
znacznoS$ci jego rozwiazania. Postawiony w pracy problem wygtadzania spektrum re-
laksacji znajduje inspiracj¢ w skutkach problemu zle postawionego — katastrofalnych
niekiedy fluktuacjach uzyskanego rozwiazania.

2. Przedstawiona metoda identyfikacji spektrum relaksacji jest pewna technika interpolacji
punktéw pomiarowych.

3. Obliczenia numeryczne algorytmu do wyznaczania macierzy odwrotnej wykorzystuja
standardowa technik¢ dekompozycji macierzy wzgledem wartosci szczegdlnych.

4. Analiza wlasno$ci teoretycznych metody, w szczego6lno$ci wygtadzenia spektrum relak-
sacji 1 odpornosci wyznaczonego modelu na zaktocenia bgdzie przedmiotem kolejnej
pracy [Stankiewicz 2009]. W pracy tej zostanie podana takze wersja rekurencyjna algo-
rytmu a takZe pewna, istotna dla materialtow pochodzenia roslinnego, modyfikacja me-
tody.

5. Przedstawiona metoda identyfikacji spektrum relaksacji jest rozwiazaniem znanego na
gruncie analizy funkcjonalnej i teorii sterowania optymalnego [Gabasov i Kirittova

1971] problemu momentoéw w przestrzeni L’ [0,00).
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IDENTIFICATION OF THE RELAXATION SPECTRUM
BY MOMENT METHOD APPROACH:
CONCEPTUAL IDEA

Abstract. Fruits and vegetables are most often modelled in a viscoelastic regime, which is good for
characterizing strain-stress dependence, creep and stress relaxation within a small deformation. Re-
laxation spectrum is a very useful tool in the characterization of viscoelactic materials as the knowl-
edge on them enables the calculation of any linear material functions such as the creep compliance,
the Poisson’s ratio or shear and bulk modulus. The paper deals with the problem of recovery of con-
tinuous relaxation spectrum from discrete-time noise corrupted measurements of relaxation modulus
obtained in stress relaxation test. A new identification algorithm is proposed in which the best
smoothing of the model is achieved together with simultaneous reconstruction of the relaxation
modulus measurements. The numerical realization of the scheme by using the singular value decom-
position (SVD) is discussed and the resulting computer algorithm is outlined.

Key words: viscoelasticity, relaxation spectrum, identification algorithm, ill-posed problem, optimal
model smoothing
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